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Prezentacje podstawowych pojec analizy niestandardowej rozpoczniemy od omówienia dwóch
przykladów. W pierwszym z nich wyobrazmy sobie, ze jadac samochodem chcemy w pewnym
momencie stwierdzic, z jaka jedziemy predkoscia (pech chcial, ze akurat urwala sie linka od
naszego dotychczas niezawodnego szybkosciomierza i nie wystarczy rzut oka na tablice
rozdzielcza). Kazdy z nas oczywiscie wie, co mozna zrobic: Na przyklad zobaczyc, ile
przejedziemy kilometrów w ciagu najblizszej godziny, albo lepiej - w ciagu najblizszej minuty
czy sekundy i korzystajac z prostych wzorów wyliczyc wtedy predkosc w kilometrach na
godzine, Zakladajac nawet mozliwosc wykonywania bezblednych pomiarów odleglosci i czasu
ta metoda daje jedynie przyblizony wynik. Obliczamy przeciez przecietna predkosc samochodu
w badanym okresie, a nie predkosc w jednej interesujacej nas chwili. Jest oczywiste, ze blad
bedzie tym mniejszy, im krótszy bedzie przedzial czasu, w którym wykonujemy pomiary.
Chcialoby sie powiedziec: jesli rozpatrywany przedzial czasu jest nieskonczenie krótki, to
uzyskany blad jest nieskonczenie maly, mozna go wiec pominac. Opierajac sie na tej intuicji
twórcy rachunku rózniczkowego zdefiniowali pojecie pochodnej funkcji Jw punkcie Xo: biorac
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samochodem droge przedstawimy jako funkcje czasu, to predkosc w danej chwili jest

pochodna tej funkcji.

W naszym drugim przykladzie bedziemy chcieli wyznaczyc pole obszaru przedstawionego na

rysunku 1. W tym celu dzielimy odcinek[a, bl na mniejsze odcinki punktami Xo= a, , .. , Xn = b
i sumujemy pola prostokatów o podstawach[x/, x'+ll i wysokosciachJ(x,) (rysunek 2). Dla
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uproszczenia przyjmijmy, ze punkty Xl dziela odcinek[a, bl na równe czesci: X'+l-x, = --o
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~ b-a .Suma pól prostokatów wy~osi zatemL_/(x,)-n-' Tak wyznaczona liczba oczywiscie tylko
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przybliza pole rozwazanego obszaru i przyblizenie jest tym lepsze, im mniejsze sa odleglosci
miedzy punktami podzialu. Znów idealna sytuacje otrzymalibysmy dzielac odcinek[a, bl na
nieskonczenie male odcinki i sumujac pole nieskonczenie wielu nieskonczenie waskich
prostokatów. Tak otrzymana sume twórcy rachunku rózniczkowego nazwali calka oznaczona
funkcji Jw przedziale [a, bl.

W momencie powstawania analizy matematycznej zarówno Newton, jak i Leibniz okreslali jej

podstawowe pojecia uzywajac w jawny sposób liczb nieskonczenie malych i nieskonczenie duzych.
Nie podawali oni przy tym zadnych regul postepowania z takimi liczbami, opierajac sie jedynie
na swojej intuicji i przekonaniu, ze takie, ,idealne" liczby istnieja. Na przyklad Leibniz uwazal,
ze kazda liczba rzeczywista jest otoczona wieloma liczbami nieskonczenie malo rózniacymi sie
od niej, tworzacymi tak zwana monade. Ponadto istnialy wedlug niego liczby nieskonczone
dodatnie i ujemne. Wszystkie te liczby mialy p-odlegac tym samym prawom, co liczby
rzeczywiste. Liczby nieskonczenie male daly równiez Leibnizowi motywacje do przyjecia notacji
uzywanej do dzis w rachunku rózniczkowym i calkowym. Na przyklad pochodna funkcjif
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Xl-Xo .

nieskonczenie mala. RózniceXl-XO mozna nazwac przyrostem zmiennejx, oznaczajac przezAx.
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oznaczyl przez dx. Odpowiadajacy mu przyrost funkcjiy = f(x) nalezalo oznaczyc przezAy;

w przypadku, gdy byl on nieskonczenie maly, naturalne bylo przyjecie oznaczenia dy. Pochodna

jest wiec ilorazem dy . Podobnie bylo z oznaczeniem calki. PrzyjmujacX'H-X, = dx i piszacdx
x=b

f(x) zamiastf(x,) otrzymujemy sumeL f(x)dx. Teraz Leibniz na oznaczenie sumy przyjal znak
X=Q

b

~ bedacy stylizowana litera S, otrzymujac~J(x)dx.
a

Przez caly XVIII wiek analiza matematyczna rozwijala sie w oparciu o intuicje pochodzace
z rachunku nieskonczonych. Euler poswiecil cala monografie zastosowaniom liczb nieskonczonych
i nieskonczenie malych. Uzyskiwane wyniki, pomimo budzacej watpliwosci metody dowodowej,
byly na ogól poprawne, chociaz zdarzaly sie wyjatki - niewlasciwe uzycie nieskonczenie malych
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Przyjmuje sie, ze w zbiorze R· liczb _

hiperrzeczywistych sa okreslone dwa
dzialania -~ dodawanie i mnozenie

(zapisywane w tradycyjny sposób) oraz

wyróznione dwa elementy - O i I.

Maja one nastepujace wlasnosci:
- dzialania sa laczne

a+(b+e) = (a+b)+e,

a' (b' e) = (a' b) . e,

- dzialania sa przemienne

a+b = b+a, a'b = b'a,

- mno7enie jest ro~dzielne wzgledem
dodawania

a' (b+e) = a' h+a' e,

- O i t sa elementami neutralnymi

- wykonalne sa dzialania odwrotne, tzn.
dla kazdego a f' R· istnieje w R· element
oznaczany - a taki, ze a + ( - a) = O oraz
jesli a '# O, to istnieje w R* element

oznaczany ~ taki, zea . ~ = t.
a a

(Powyzsze aksjomaty mówia, ze zbiór R·
wraz z dzialaniami dodawania i mnozenia

oraz elementami Oi l jest cialem.)
Nastepnie zaklada ~ie,ze w zbiorze R*' jest
okreslona relacja mniejszosci <, tzn. relacja
zachodzaca miedzy elementami R·

i spelniajaca aksjomaty:
- jesli a < b oraz b < e, tQ a < c.
- dla dowolnych a, b E R· sposród zdan

a < b, a = b, b < a dokladnie jedno
jest prawdziwe.

Zwiazek dzialan z relacja mniejszosci podaja
aksjomaty:

- jesli a < b, to dla dowolnego e E R.
mamyr6wnieza+c < b+c,

- jesli a < b oraz c > O, to'o' c < b' c.
(Wszystkie dotychczasowe aksjomaty mówia,

ze zbiór R* wraz z dzialaniami, relacja
mniejszosci i elementami O i l jest cialem
uporzadkowanym.)

Nastepnie przyjmuje sie, ze zbiór R jest
podzbiorem zbioru R" takim~ ze
- Oi l sa elementami R,

- jem a, b E R, to a+ b E R oraz a . b E R,

- jesli a E R, to -a E R oraz ~ E R (a;"O).a
(Zbiór R jest zatem podcialem cialaR. -
zauwazmy, i'e dzialania i relacja mniejszosci
spelniaja w R wszystkie aksjomaty ciala
uporzadkowanego.)

Wreszcie przyjmuje sie aksjomat ciaglosci
dla zbioru R:

- jesli zbiór A s: R jest niepusty

i ograniczony z góry, to w z,?iorze liczb
rzeczywistych ograniczajacych z góry

zbiór A istnieje liczba najmniejsza, zwana
kresem górnym zbioru A.

a+O = a, a' 1 = a,

dawalo wyniki bledne. Jednakze juzW pierwszej polowie XVIII wieku metoda ta spotkala sie
z krytyka. Jednym z pierwszych krytyków byl wybitny filozof, biSkup Berkeley, przedstawiajacy
w jednym ze swoich traktatów pelny obraz trudnosci, z jakimi borykala sie powstajaca analiza
matematyczna. Uscislenie podstaw analizy bylo wiec jednym z wazniejszych zadan stojacych
przed matematyka.

Zasadniczego postepu dokonal w poczatkach XIX wieku Cauchy, sprowadzajac cala analize
matematyczna do pojecia granicy, samego tego pojecia nie definiujac jednak w sposób
wystarczajaco scisly. Niektóre podawane przez niego sformulowania definicji granicy
odwolywaly sie wrecz do pojecia nieskonczenie malej. Zaznaczyl sie jednak zasadniczy kierunek
rozwoju podstaw analizy: zamiast uscislic pojecie wielkosci nieskonczonych starano sie
wyeliminowac je, zastepujac innymi, dpbrze okreslonymi pojeciami. Ostatecznego kroku dokonal
w koncu XIX wieku Weierstrass, wprowadzajac powszechnie dzis przyjmowany formalizm
"epsjlonowodeltowy". Koniec XIX wieku przyniósl równiez precyzyjne okreslenie liczby
rzeczywistej. Liczby nieskonczone zg.iknely z analizy matematycznej.

Ponowne pojawienie sie liczb nieskonczonych i nieskonczenie malych bylo mozliwe dzieki
rozwojowi logiki matematycznej. Okolo 1960 roku wybitny amerykanski logik Abraham

Robinson stworzyl podstawy tak zwanej analizy niestandardowej, b.edacej scislym ujeciem analizy
matematycznej uzywajacej liczb nieskonczonych, zgodnie z ideami Leibniza. Analize
niestandardowa mozna sformulowac aksjomatycznie, podajac wlasnosci, jakie powinny
przyslugiwac liczbom rzeczywistym lacznie z nowymi obiektami - liczbami nieskonczenie malymi
i nieskonczonymi. Zasluga Robinsona bylo przede wszystkim wykazanie, ze istnieja obiekty
spelnjajace te aksjomaty, podobnie jak np. konstrukcja Dedekinda liczb rzeczywistych pokazuje,
ze istnieja obiekty majace wszystkie wlasnosci, których wymagamy od liczb rzeczywistych.
Obecnie omówimy aksjomaty analizy niestandardowej, nie zajmujac sie sama konstrukcja liczb
nieskonczonych.

Zasadniczym pojeciem analizy niestandardowej sa tzw. liczby hiperrzeczywiste, o których zaklada
sie, ze zawieraja caly zbiór liczb rzeczywistych oraz maja te same co liczby rzeczywiste wlasllÓsci
algebraiczne. Mozna zatem na liczbach hiperrzeczywistych wykonywac dzialania algebraiczne _
dodawania, mnozenia, odejmowania, dzielenia (z wyjatkiem dzielenia przez zero). Dzialania te
sa rozszerzeniami zwyklych dzialan algebraicznych. Liczby hiperrzeczywiste sa równiez

uporzaakowane i zwiazek relacji mniejszosci z dzialaniami algebraicznymi jest taki sam, jak dla
liczb rzeczywistych. Dokladne sformulowanie aksjomatów podajacych algebraiczne wlasnosci
dzialan i porzadku znajdzie Czytelnik obok.

W dalszym ciagu zbiór liczb rzeczywistych bedziemy oznaczac przez R, a zbiór liczb

hiperrzeczywistych przez R*. Mamy zatem inkluzje RS R*. Dzialania w R* oraz relacje
porzadku bedziemy oznaczac tak samo, jak w zbiorze liczb rzeczyw~tych R. Przyjmuje sie
ponadto tzw. aksjomat ciaglosci, mówiacy, ze kazdy ograniczony zbiór liczb rzeczywistych ma
kresy bedace liczbami rzeczywistymi. Waznym aksjomatem jest aksjomat orzekajacy, ze istnieja
liczby hiperrzeczywiste nie bedace liczbami rzeczywistymi, czyli ze R=1= R*.

Teraz liczbe hiperrzeczywistax nazywa sie liczba nieskonczona, jezeli jest wieksza od wszystkich

liczb rzeczywistych: 1\x > r. Podobnie x jest liczba nieskonczona ujemna, jesli jest mniejsza
rER

od wszystkich liczb rzeczywistych. Pozostale liczby hiperrzeczywiste nazywamy liczbami
skonczonymi. Zatem liczbax jest skonczona, jezeli istnieje liczba rzeczywista r taka, ze
-r < x < r, czyli lxi < r. Wreszcie liczbe hiperrzeczywistax nazwiemy liczba nieskonczenie
mala, jezeli jest mniejsza co do wartosci bezwzglednej od wszystkich dodatnich liczb

rzeczywistych: 1\ r'> O => lxi < r. Zauwazamy bez trudnosci, zeO jest jedyna nieskonczenie
rER

mala liczba rzeczywista.

Nietrudno teraz dowiesc, ze jesli liczba hiperrzeczywistax jest skol1czona, to liczba rzeczywista
r = Sllp {s E R~ s < x} jest nieskonczenie bliska liczbiex, tzn. liczba Ix-rl jest nieskonczenie.
mala. Pjszemy wtedyx:::; r, a liczbe r nazywamy standardowa czescia liczbyx i oznaczamy
st(x).

Pokazemy teraz przy zalozeniu, ze nie wszystkie liczby hiperrzeczywiste sa rzeczywiste, ze istnieja
liczby nieskonczone i nieskonczenie male. Wezmy liczbe hiperrzeczywistax nie bedaca liczbaI
rzeczywista. Jezeli liczbalxi jest nieskonczona, to liczba - jest nieskonczenie mala. Jezeli zas

lxi

liczba x jest Skollczona, to rozwazamy jej czesc standardowar - róznica Ir-Ixl: jest
nieskonczenie mala, a jej odwrotnosc nieskonczona.

Nastepny aksjomat podaje wazna wlasnosc funkcji rzeczywistych. Mówi on mianowicie, ze
funkcje rzeczywiste moga równiez byc okreslone dla argumentów hiperrzeczywjstych nie
bedacych liczbami rzeczywistymi. Dokladniej, jesli funkcjaf o wartosciach rzeczywistych jest
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okreslona w pewnym zbiorzeD S;; R, tó przyporzadkowujemy jej pewna funkcje/* okreslona
w pewnym podzbiorze R *, o wartosciach hiperrzeczywistych taka, ze dlax E D zachodzi równosc
f(x) = f*(x). Funkcje f * nazywamy naturalnym rozszerzeniem funkcjif. Ogólniej, zamiast funkcji
jednej zmiennej mozemy rozpatrywac funkcje wielu zmiennych, tzn. funkcje okreslone w pewnym
podzbiorze przestrzeni R"; Wreszcie, kazdemu zbIorowiA S;; R przyporzadkowujemy jego
naturalne rozszerzenieA* S;; R* tak, aby A S;; A* i analogicznie postepujemy w przypadku
podzbiorów przestrzeni R". Nalezy przy tym zwrócic uwage, ze ten aksjomat nie mówi nam znów
nic o tym, jak wygladaja naturalne rozszerzenia funkcji i zbiorów. W szczególnosci nie wyjasnia,
czy w ogóle funkcjaf* jest okreslona dla jakichkolwiek argumentów spoza dziedziny funkcjif,
ani czy np. dziedzina funkcjif* jest naturalnym rozszerzeniem dziedzinyf. Te sprawy beda

regulowane przez nastepny aksjomat. W tej chwili przyjmiemy tylko, ze dzialania algebraiczne
w R* sa naturalnymi rozszerzeniami dzialan w R oraz relacja mniejszosci wR* jest naturalnym
rozszerzeniem relacji mniejszosci w R (tzn. zbiór{<x, y): x E R* AY E R* A X < y} jest
naturalnym rozszerzeniem zbioru{<x, y): x E RAy E RA X < Yn. Podobnie jak w przypadku
dzialan algebraicznych, które zarówno wR, jak i R* oznaczamy tak samo, naturalne rozszerzenie
dowolnej funkcji f czesto oznacza sie tym samym symbolem.
Przed sformulowaniem ostatniego aksjomatu pokazemy, ze wlasnosci zbioru liczb
hiperrzeczywistych istotnie róznia sie od wlasnosci R. Zauwazmy najpierw, ze zbiór liczb
naturalnych N jest w zbiorze liczb rzeczywistych nieograniczony od góry. W przeciwnym bowiem
razie wzielibysmy liczbet = supN i z latwoscia zauwazylibysmy, ze liczbat-l jest równiez
ograniczeniem górnym zbioru N, wbrew definicji kresu górnego. Zatem dla kazdej liczby
rzeczywistej x istnieje liczba naturalnan taka, zex < 11 (jest to tzw. aksjomat Archimedesa). Tej
wlasnosci oczywiscie zbiór R * nie ma - istnieja bowiem w nim liczby nieskonczone, zatem
wieksze od kazdej liczby naturalnej. W szczególnosci wynika stad, ze aksjomat ciaglosci nie jest
prawdziwy dla liczb hiperrzeczywistych. Okazuje sie jednak, ze mozna wskazac szeroka klase
wlasnosci wspólnych dla liczb rzeczywistych i hiperrzeczywistych.
Ostatni aksjomat, nazywany zasada Leibniza, stwierdza, ze funkcje rzeczywiste i zbiory liczb
rzeczywistych (ogólniej - podzbiory R") maja w zbiorze liczb rzeczywistych te same wlasnosci,
co ich naturalne rozszerzenia w zbiorze liczb hiperrzeczywistych. Ograniczamy sie jednak do
takich wlasnosci, które mozna sformulowac uzywajac wyrazen postaci "dla dowolnej liczbyx"
czy "istnieje liczbax", nie uzywajac natomiast kwantyfikatorów wiazacych dowolne zbiory czy
funkcje. W ten sposób na przyklad tzw. zbiór liczb hipernaturalnych N* (tzri. naturalne
rozszerzenie zbioru N liczb naturalnych) ma w«biorzeR* wlasnosc analogiczna do aksjomatu

Archimedesa: dla kazdej liczbyx E R * istnieje liczba n E N* taka, zex < n. Podobnie
zauwazamy, ze jesli funkcjaf jest okreslona na calej prostej rzeczywistej (czyli dla kazdej liczby
x E R istnieje liczbay E R taka, zef(x) = y), to jej naturalne rozszerzenief* jest okreslone na

calym zbiorze R* (bo dla kazdegox E R* iSlnieje y E R* taki, zef*(x) = y). W taki sam sposób
mozna pokazac, ze dziedzina funkcjif* jest naturalnym rozszerzeniem dziedziny funkcjif.
Nie mozna natomiast wnioskowac, ze liczby hiperrzeczywiste spelniaja aksjomat ciaglosci, bo
w jego sformulowaniu wystepuje niedozwolony kwantyfikator: dla kazdego zbioruA S;; R,jesli
A jest ograniczony z góry, toA ma kres górny.
Pokazemy teraz, jak przy uzyciu analizy niestandardowej mozna okreslic podstawowe pojecia
analizy matematycznej. Na poczatek zajmiemy sie pojeciem ciaglosci funkcji. W intuicyjnym
sensie funkcja jest ciagla, jezeli "w ciagly sposób", tzn. bez skoków przechodzi od jednej
wartoSci do drugiej, czyli ze niewielkim zmianom argumentu maja odpowiadac niewielkie zmiany
wartosci. Oczywista jest zatem definicja: funkcja rzeczywistaf jest ciagla w punkcieXo, jesli dla
dowolnego punktu x takiego, zex ~ Xo mamy f * (x) ~ f(xo). Wykazemy, ze ta definicja jest
równowazna powszechnie przyjmowanej definicji "epsilonowodcltowej":

3
!\ Ix-xol < (j => If(x)-f(xo)I < e.
XER

!\ V !\ Ix-xol < <5 => If(x)-f(xo)I < e.
<>06>0 xeR

Z zasady Leibniza wynika, ze wówczas /\ Ix-xo I < <5=> If*(x)- f*(xo)1 < e.
XER·

Poniewaz jednak dla wybranej przez nas liczbyx mamy x ~ Xo, wiec tym bardziej Ix-xol < <5.
Stad If*(x)- f*(xo)1 < e. Na odwrót, zalózmy, ze funkcja /jest ciagla w punkcieXo w sensie
niestandardowym. Wezmy liczbe rzeczywistae > O. Mamy znalezc liczbe rzeczywista <5> O

taka, ze

Zalózmy wiec, ze funkcjafjest ciagla w punkcieXo w sensie tradycyjnym, Wezmy dowolna liczbe·
hiperrzeczywista x taka, zex ~ xc. Mamy pokazac, zcf*(x) ~ f(xo), czyli zef*(x)-f*(xo)

jest liczba nieskonczenie mala. Mamy wiec pokazac, ze dla dowolnej liczby rzeczywisteje > O

zachodzi nierównoscIf*(x)- f * (xo) I < e. Dla tej liczby e dobieramy liczbe rzeczywista <5> O

taka, by /\ Ix-xol < <5=>lf(x)-f(xo)1 < e.
XER

+

++--+

+

Rozwiazanie zadania F 156. Rozwazmy

najpierw powloke be7. otworu. Dzieki
obecnosci ladunku q w jej srodku nosniki

ladunku rozmieszcza sie na powierzchni sfery
tak, jak to pokazano na rysunku (rysunek
wykonano przy zalozeniu. ze ladunek q jest
dodatni).

By we wnetrzu metalu natezenie pola bylo
równe zeru i by jednoczdnie byla spelniona

zasada zachowania ladunku, wartosci
bezwzgledne ladunków indukowanych
na wewnetrznej i zewnetrznej powierzchni
sfery musza byc równe wartosci bezwzglednej

ladunku q, Natezenie pola
elektrostatycznego wytworzonego przez

ladunki indukowane na powloce jest w jej
srodku równe zeru, co wynika z symetrii
ukladu. Na mocy zasady superpozycji pole
to daje sie jednoczesnie przedstawic:

E = E, + E2 = 0, gdzie E, - pole pochodzace
od powloki z wycietym myslowo otworem,

E2 -. pole od wycietej czesci. Stad:E, = -E2•
Po wycieciu otworu przemieszczenie
ladunków w powstalej czesci jest n!eznaezne
dla L1 -< T i pr7Y oszacowaniu mozna
zapisac: E; '" E, = -E" gdzie E;-pole

powloki z rzeczywistym otworem. Tak wiec
obliczanie pola powleki z wycietym otworem

mozna zastapic przez obliczanie pola

wycietej czesci. W pierwszym przyblizeniu
pole to jest polem dipola o momencie

dipolowym q' .1. gdzie q' = q;rr2!47tR2 =
= qr2/4R2, Pole takiego dipola w srodku

sfery jest równe: E = kqLJr2/2R', Natezenie

pola sfery z wycietym otworem rózni sie
jedynie zwrotem od natezenia pola wycietej

czesci. Zatem na ladunekq dziala sila:
F - kq2.1r2/R'. Dokladniejsze obliczenie

dzialajacej sily nie jest mozliwe, gdyz nie

wiemy, jak istotny jest wplyw przemieszczen
ladunku po wycieciu otworu - mamy jedynie
podstawy, by sadzic, ze jest on niewielki.



Wezmy dowolna liczbe 5E R*. o > O taka. z~o ~ O. Wtedy dla dowolnej liczby hiperrzeczywistej
x takiej. ze Ix-xo I < o mamy x ~ xo, a stadf * (x) ~ f*(xo). Zatem If*(x)- f*(xo)1 < E.

Wynika stad. ze V !\.lx-xol < o:;.lf*(x)-f*(xo)1 < e.
6eR·,6>0 xeR

Z zasady Leibnfza otrzymujemy teze: V !\.lx-xol < 5:;. If(x)-f(xo)1 < E.
6eR,6>0 xeR

W nastepnej kolejnosci wprowadzimy pojecie pochodnej opierajac sie na intuicjach omówionych
we wstepie. Mówimy. ze funkcjaf ma w punkcie Xo pochodna równaYo, jezeli dla kazdej róznej

d . k' . al '1' b h'l ó" f*(xo+h)-f*(xo) .. k' .
o zera mes onczeme m ejlCZ y l oraz r zmcowy ----h---- Jest mes onczeme

Zadania

M 372. Na dwóch pólprostych o poczatkuO wybieramy punkty A, B tak. zeOA = OB+m.
gdzie m jest ustalona liczba dodatnia. Wykazac. ze srodki odcinkówAB spelniajacych ten
warunek leza na pewnej pólprostej. '
Rozwiazanie na str. 10

Redaguje dr KrzysztofS. NO WINSKI

M 371. Wykazac, ze jedynym rozwiazaniem calkowitym równaniaxZ+yz+zz = 2xyz jest
x = y = z = O.

Rozwiazanie na str. 16

dla LIx ~ O, LIx "# O.
bliskiyo. Zatem f'(xo) = st( f*(xo+~~-f*(xo»)

Wreszcie zajmiemy sie pojeciem calki oznaczonej. Przypuscmy. ze w przedziale[a, bl mamy
/ b-a

okreslona funkcje ciaglaf Obieramy nieskonczona liczbe hipernaturalnav i kladziemy o = --o
v

Nastepnie dzielimy przedzial[a. bl* (zauwazamy. ze[a, bl* = {x E R*: a';; x.;; b}) na v równych
czesci o dlugosci <5 punktami to = a, t1 = a+o, tz = a+ho, ...• t. = b. Zauwazamy, ze
oczywiscie o ~ O. Zgodnie z intuicja podana we wstepie polozymy teraz

b .-1

V(x)dx = st( L f*(t,)· (t,+! -t,»).
a ;=0

Na zakonczenie nalezy stwierdzic, ze analiza niestandardowa nie jest wylacznie motywowana
filozoficznymi wzgledami elegancka formalizacja oryginalnych idei Leibniza, ale stanowi silny
aparat dowodowy. Z zasady Leibniza wynika. ze dowolna wlasnosc liczb hiperrzeczywistych,
dajaca sie sformulowac w sposób dopuszczony przez te zasade. przysluguje równiez liczbom

rzeczywistym. Dowód takiej wlasnosci stosujacy metody niestandardowe jest zatem do~odem
jej prawdziwosci. OJ?ecnie znamy juz szereg twierdzen udowodnionych po raz pierwszy wlasnie
przy uzyciu analizy niestandardowej.

+
M 373. Co jest wieksze:cos(sinx) czy sin(cosx)?
Rozwiazanie na str. 14
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Redagujt>mgr Tomasz'TRATKIEWICZ

F 156. Oszacowac sile dzialajaca na ladunekq umieszczony w srodku obojetnej elektrycznie.
metalowej powloki sferycznej o promieniuR i grubosci scianekLI. W powloce znajduje sie
niewielki otworek o promieniu r. Nalezy przyjac: r ~ R oraz LI ~ r.
Zadanie nadeslal p. Wlodzimierz Zielicz.
Rozwiazanie na str. 3

F 157. Prózniowy kondensator plaski zbudowany jest z dwóch cienkich plyt o powierzchnis,

odleglych od (s ~ dZ). Jak zmieni sie pojemnosc kondensatora, gdy umiescimy go w metalowej
puszce. której scianki znajduja sie w odleglosci3d (patrz rysunek)?
Rozwiazanie na str. 12
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