SONSNSARNNNN
T,

Y

Y
NN

Analiza niestandardowa

Doc. dr Wojciech GUZICKI

Prezentacje podstawowych pojeé analizy niestandardowej rozpoczniemy od omdwienia dwoch
przykladow. W pierwszym z nich wyobrazmy sobie, Ze jadac samochodem checemy w pewnym
momencie stwierdzi¢, z jaka jedziemy predkoscia (pech chcial, ze akurat urwala sig linka od
naszego dotychczas niezawodnego szybkosciomierza i nie wystarczy rzut oka na tablice
rozdzielcza). Kazdy z nas oczywiscie wie, co mozna zrobié. Na przyklad zobaczyé, ile
przejedziemy kilometréow w ciggu najblizszej godziny, albo lepiej — w ciagu najblizszej minuty
czy sekundy i korzystajac z prostych wzorow wyliczy¢ wtedy predkosé w kilometrach na
godzing. Zakladajac nawet mozliwo$¢ wykonywania bezblednych pomiaréw odleglodei i czasu
ta metoda daje jedynie przyblizony wynik. Obliczamy przeciez przecietng predkoéé samochodu
w badanym okresie, a nie predkos¢ w jednej interesujacej nas chwili. Jest oczywiste, ze blgd
bedzie tym mnigjszy, im krotszy bedzie przedzial czasu, w ktorym wykonujemy pomiary.
Cheialoby sig powiedziet: jesli rozpatrywany przedzial czasu jest nieskonczenie krotki, 1o
uzyskany biad jest nieskoriczenie maly, moina go wigc pominac. Opierajac si¢ na tej intuicji
tworcy rachunku rézniczkowege zdefiniowali pojecie pochodnej funkeji / w punkcie x,: biorac
nieskoficzenie matq wartos¢ h kiadziemy f"(xo) = f————(x"Hg T
samochodem droge przedstawimy jako funkcje czasu, to predko$é w danej chwili jest
pochodng tej funkcji. :

W naszym drugim przykladzie bedziemy chcieli wyznaczy¢ pole obszaru przedstawionego na
rysunku 1. W tym celu dzielimy odcinek [a, 5] na mniejsze odecinki punktami x, = a, ..., Xa = b
i sumujemy pola prostokatéw o podstawach [x;, x;4,] i wysokofciach f(x,) (rysunek 2). Dla
b—a
uproszczenia przyjmijmy, ze punkty x; dziela odcinek [a, b] na réwne czgsci: x4 —X; = 3

. Jezeli zatem przebyta

n—1
Suma p6l prostokgtow wynosi zatem f(x)

i= =
przybliza pole rozwazanego obszaru i przyblizenie jest tym lepsze, im mniejsze sa odleglosci
miedzy punktami podziatu. Znow idealna sytuacje otrzymalibyémy dzielac odcinek [a, b] na
nieskoniczenie male odcinki i sumujae pole nieskoficzenie wielu nieskoficzenie waskich
prostokatow. Tak otrzymana sume tworcy rachunku rézniczkowego nazwali catka oznaczong
funkcji f w przedziale [a, B

W momencie powstawania analizy matematycznej zardwno Newton, jak i Leibniz okredlali jej
podstawowe pojecia uzywajac w jawny sposob liczb nieskoficzenie malych i nieskoriczenie duzych.
Nie podawali oni przy tym zadnych regul postgpowania z takimi liczbami, opierajac si¢ jedynie
na swojej intuicji i przekonaniu, Ze takie ,,idealne” liczby istnieja. Na przyklad Leibniz uwazal,
ze kazda liczba rzeczywista jest otoczona wieloma liczbami nieskoniczenie malo réznigcymi sig
od niej, tworzgcymi tak zwana monade. Ponadto istnialy wedlug niego liczby nieskonczone
dodatnie i ujemne. Wszystkie te liczby mialy podlega¢ tym samym prawom, co liczby
rzeczywiste. Liczby nieskoficzenie male daly rowniez Leibnizowi motywacje do przyjecia notacji
uzywanej do dzi§ w rachunku réiniczkowym i catkowym. Na przykiad pochodna funkcji £
S(x;)—f(x0)
X

b—_a
n

. Tak wyznaczona liczba oczywilcie tylko

w punkcie x, zostala okreflona jako iloraz , Przy czym rbinica x, —x, byla

Xy —Xo
nieskoficzenie mala. Réinice x; —xo moZna nazwaé przyrostem zmiennej x, oznaczajgc przez Jx.
+dx)—
Wiedy rozwazany iloraz ma postaé f————(xa Ai fxo)
oznaczy! przez dx. Odpowiadajacy mu przyrost funkcji y = f(x) nalezalo oznaczy¢ przez Ay;
w przypadku, gdy byl on nieskonczenie maly, naturalne bylo przyjecie oznaczenia dy. Pochodna

. Nieskoriczenie maly przyrost Ax Leibniz

d
jest wiec ilorazem d—y Podobnie bylo z oznaczeniem calki. Przyjmujac x4, —x; = dx i piszac
x
x=b

f(x) zamiast f(x;) otrzymujemy sumeg E f(x)dx. Teraz Leibniz na oznaczenie sumy przyjat znak

X=g

B
{ bedacy stylizowan litera S, otrzymujac { f(x)dx.

a
Przez caly XVIII wiek analiza matematyczna rozwijala si¢ w oparciu o intuicje pochodzace
z rachunku nieskoriczonych. Euler po$wigcil cala monografi¢ zastosowaniom liczb nieskoficzonych
i nieskonczenie malych. Uzyskiwane wyniki, pomimo budzgcej watpliwodci metody dowodowej,
byly na ogdl poprawne, chociaz zdarzaly sie wyjatki — niewlasciwe uzycie nieskoficzenie matych



Przyjmuje sie, 2 w zbiorze R® liceb
hiperrzeczywistych sg okredlone dwa
dzialania — dodawanie i mnozenie
(zapisywane w tradycyjny sposst) oraz
wyrbinione dwa elementy — 01 1.
Mazjg one nastepuines wiasnosci:
— dzialania sg lqczne
a+{b+cr= (a+bl+c,
a‘(b-c)=(a-b) ¢
— dzialania sg przemienne
a+b = b+a, ab=>b-a,
— mnodenic jest rozdzielne wzgledem
dodawania
a'(b+c)=a-h+a-c
— 01 | 54 elementami neutralnymi
at+0=a, a1l =g
— wykonalne sa dzialunia odwrotne, tzn,
dla kazdego a & R® istnicie w R* el
oznaczany — a taki, 2e a+ (—a) = 0 oraz
jesli a # 0, to istnicje w R* element

1 1
oznaczany — taki, dea:— = 1.
a a

(Powyzsze aksjomaty mdwia, ze zbidr RY
wraz z dzialaniami dodawania i mnozenia
oraz el i 011 jest cialem.)
Nastepnie zaktada sig, ze w zbiorze R* jest
okreslnna re!acja mnigjszosci <, tzn. relacja
| R‘
lpefrﬂa_]qu akswmty:
— jedlia < borazb < ¢, l0a < ¢,
— dla dowolnych a, b € R* sposrdd zdan
a < b,a=b b < adokladnie jedno
jest prawdziwe.
Zwigzek dzialan z relacjs mniejszodci podajy
aksjomaty:
— jedlia < b, to dla dowolnego ¢ € R*
mamy rownieza+e¢ < d+c,
— jedlia < boraze > O, toa-¢c < b g,
(Wszystkie dotychczasowe aksjomaty méwia,
2e zbidr R* wraz z dziataniami, relacja
‘:....'..:i I nmloll,'ggt jal
vporzgdkowanym.)
Nastepnie przyimuje sig, ze zbiér R jest
podzbiorem zbioru R* takim, ze
— 01i1 sg elementami R,
— jeflig,beR, toa+h=Roraza beR,

— jeiliacR, to ~aERoru-:TeR (az0).

(Zbiér R jest zatem podcialem ciala R* —
zauwaimy, fe dzialania i relacja mniejszosci
speiniaja w R wszystkie aksjomaty ciala
uporzadkowanego.)
Wreszcie przyjmuje sie aksjomat cigglosci
dla zbioru R:
— jedli zbidr A = R jest niepusty
i ograniczony z géry, to w zbiorze liczb
rzeczywistych ograniczajacych z géry
zbidr A istnizje liczba iejsza, zwana

kresem gdroym zbioru A.

dawato wyniki blgdne, Jednakie juz w pierwszej polowie XVIIT wicku metoda ta spotkala sie

z krytyka. Jednym z pierwszych krytykow byt wybitny filozof, bigkup Berkeley, przedstawiajacy
w jednym ze swoich traktatow pelny obraz trudnosei, z jakimi borykata si¢ powstajaca analiza
matematyczna. UsciSlenie podstaw analizy bylo wiec jednym z waZnigjszych zadan stojacych
przed matematyka,

Zasadniczego postgpu dokonal w poczatkach XIX wieku Cauchy, sprowadzajac caly analize
matematyczng do pojecia granicy, samego tego pojecia nie definiujac jednak w sposéb
wystarczajgco Scisly. Niektore podawane przez niego sformulowania definicji granicy
odwolywaly si¢ wrecz do pojecia nieskoriczenie malej. Zaznaczyl sie jednak zasadniczy kierunek
rozwoju podstaw analizy: zamiast uscisli¢ pojecie wielkosei nieskoficzonych starano sie
wyeliminowac je, zastgpuige innymi, dobrze okre$lonymi pojeciami. Ostatecznego kroku dokonat
w koricu XIX wieku Weierstrass, wprowadzajac powszechnie dzié przyjmowany formalizm
».epsilonowodeltowy”. Koniec XIX wieku przyniésl rowniez precyzyine okreslenie liczby
rzeczywistej, Liczby nieskoriczone zniknely z analizy matematycznej.

Ponowne pojawienie sig liczb nieskoriczonych i nieskoficzenie malych bylo mozliwe dzieki
rozwojowi logiki matematycznej. Okolo 1260 roku wybitny amerykarski logik Abraham
Robinson stworzyt podstawy tak zwanej analizy niestandardowej, bedacej Scistym ujeciem analizy
matematycznej utywajacej liczb nieskoriczonych, zgodnie z ideami Leibniza. Analize
niestandardowa mozna sformulowac aksjomatycznie, podajac wiasnosci, jakie powinny
przystugiwac liczbom rzeczywistym lacznie z nowymi obiektami — liczbami nieskoriczenie malymi
i nieskorficzonymi. Zastuga Robinsona bylo przede wszystkim wykazanie, ze istnieja obiekty
spefniajace te aksjomaty, podobnie jak np. konstrukeja Dedekinda liczb rzeczywistych pokazuje,
ze istnieja obiekty majace wszystkie wlasnosci, ktérych wymagamy od liczb rzeczywistych.
Obecnie oméwimy aksjomaty analizy niestandardowej, nie zajmujac si¢ sama konstrukcja liczb
nieskonczonych.

Zasadniczym pojeciem analizy niestandardowej sa tzw. liczby hiperrzeczywiste, o ktorych zaklada
sig, Ze zawierajg caly zbior liczb rzeczywistych oraz maja te same co liczby rzeczywiste wlasnbsci
algebraiczne. Mozna zatem na liczbach hiperrzeczywistych wykonywaé dziatania algebraiczne —
dodawania, mnozenia, odejmowania, dzielenia (z wyjatkiem dzielenia przez zero). Dzialania te

sa rozszerzeniami zwyklych dzialaf algebraicznych. Liczby hiperrzeczywiste sa rowniez
uporzgdkowane i zwiazek relacji mniejszosci z dzialaniami algebraicznymi jest taki sam, jak dla
liczb rzeczywistych. Dokladne sformulowanie aksjomatoéw podajacych algebraiczne wlasnoscei
dziatan i porzadku znajdzie Czytelnik obok.

W dalszym ciagu zbiér liczb rzeczywistych bedziemy oznaczaé przez R, a zbior liczb
hiperrzeczywistych przez R*. Mamy zatem inkluzje R € R*. Dzialania w R* oraz relacjg
porzadku bedziemy oznaczaé tak samo, jak w zbiorze liczb rzeczywistych R. Przyjmuje sie
ponadto tzw. aksjomat ciaglosci, méwiacy, ze kazdy ograniczony zbiér liczb rzeczywistych ma
kresy bedace liczbami rzeczywistymi, Waznym aksjomatem jest aksjomat orzekajgcy, ze istnieja
liczby hiperrzeczywiste nie bedace liczbami rzeczywistymi, czyli ze R # R*,

Teraz liczbe hiperrzeczywista x nazywa sie liczba nieskoriczona, jezeli jest wicksza od wszystkich

liczb rzeczywistych: /\x > r. Podobnie x jest liczba nieskoriczona ujemng, jesli jest mniejsza
reR

od wszystkich liczh rzeczywistych. Pozostate liczby hiperrzeczywiste nazywamy liczbami
skoriczonymi. Zatem liczba x jest skoriczona, jezeli istnieje liczba rzeczywista r taka, Ze

—r < x <r czyli [x| < r. Wreszcie liczhe Hiperrzeczywista x nazwiemy liczba nieskoniczenie
mata, jezeli jest mniejsza co do wartosci bezwzglednej od wszystkich dodatnich liczb

rzeczywistych: /' \r > 0= [x| < r. Zauwazamy bez trudnosci, ze 0 jest jedyng nieskoficzenie
reR

matig liczba rzeczywists.

Nietrudno teraz dowies¢, ze jesli liczba hiperrzeczywista x jest skoniczona, to liczba rzeczywista
r = sup {s e R: s < x} jest nieskoriczenie bliska liczbie x, tzn. liczba |x—r| jest nieskoficzenie .
mala, Piszemy wtedy x % r, a liczbe r nazywamy standardowa czescig liczby x i oznaczamy
st(x),

PokaZemy teraz przy zalozeniu, Ze nie wszystkie liczby hiperrzeczywiste sa rzeczywiste, ze istniejg

liczby nieskoriczone i hieskofczenie male. Wezmy liczbe hiperrzeczywista x nie bedaca liczbg

rzeczywista. Jezeli liczba |x| jest nieskoriczona, to liczba Y Jjest nieskonczenie mala. Jeeli zaé
I

liczba x jest skoniczona, to rozwazamy jej cze$¢ standardowa » — réznica |r— |x!| jest

nieskonczenie mala, a jej odwrotnoé¢ nieskoficzona.

Nastepny aksjomat podaje wazng wlasnos¢ funkeji rzeczywistych. Méwi on mianowicie, ze

funkcje rzeczywiste moga rowniez byé okreslone dla argumentow hi perrzeczywistych nie

bedacych liczbami rzeczywistymi. Dokladniej, jesli funkcja f o wartoéciach rzeczywistych jest



- Roxwigzanie zadania F 156, R imy
najpierw powloke ber otworu. Dzigki
obecnodci ladunku g w jej $rodku nosniki
ladunku rozmieszczg sig na powierzchni sfery

(@ 1
k g jest

tak, jak to pol
wyh przy

Y nal TY
hl.l

By we wnetrzu metalu natgienie pola bylo
réwne zeru i by jednoczesnie byla spelniona
rasada zachowania lndunku, wartodci
bezwzgledne ladunkéw indukowanych

na wewnetrznej i zewngtrznej powierzchni
sfery musza byé rowne wartodci bezwzglednej
fadunku g. Natezenie pola

elektrostatycznego wytworzonego pracz
fadunki indukowane na powloce jest w jej
drodku réwne zeru, co wynika z symetrii
ukladu. Na mocy zasady superpozycji pole
to daje sig jednoczednie przedstawié:

E = E,+E; = 0, gdzie E, — pole pochodzgce
od powloki z wycietym myiiowo otworem,
E; — pole od wycigtej czgici. Stad: E; = —E;.
Po wycigciu otworu przemieszczenie
ladunkéw w pozostalej czesdci jest nieznaczne
dla 4 < r i prry oszacowanino moina
zapisaé: E| & E; = —E;, gdzie E] — pole
powloki z rzeczywistym otworem. Tak wige
obliczanie pola powlcki z wvcigtym otworem
moina zastapié przez obliczanie pola

wycietej czgsci. W pierwszym przyblizeniu
pole to jest polem dipola 0 momencie
dipolowym g’ A, gdzie ¢’ = gwi/4nR: =

= gr2/4 R, Pole takiego dipola w $rodku
sfery jest réwne: E = kq4r?j2R* Natgzenie
pola sfery z wycietvm otworem rézni sig
jedynie zwrotem od natgienia pola wycigtej
czeéci. Zatem na ladunck g dzinla sita:

F ~ kg*ar?|R*. Dokladniejsze obliczenie
dzialajacej sily nie jest mogliwe, gdyz nie
wiemy, jak istotny jest wplvw przemieszezed
fadunku po wycieciu otworu — mamy jedvnie
podstawy, by sgdzié, e jest on niewielki.

okreslona w pewnym zbiorze D € R, to przyporzadkowujemy jej pewna funkcje f* okreslong

w pewnym podzbiorze R*, o wartodciach hiperrzeczywistych taka, ze dla x € D zachodzi rownos¢
f(x) = f*(x). Funkcje f * nazywamy naturalnym rozszerzeniem funkcji /. Ogélniej, zamiast funkcji
jednej zmiennej mozemy rozpatrywaé funkcje wielu zmiennych, tzn. funkcje okreélone w pewnym
podzbiorze przestrzeni R, Wreszcie, kazdemu zbiorowi 4 = R przyporzadkowujemy jego
naturalne rozszerzenie 4% = R* tak, aby 4 © A* i analogicznie postgpujemy w przypadku
podzbioréw przestrzeni R”, Nalezy przy tym zwroci¢ uwage, ze ten aksjomat nie mowi nam znéw
nic o tym, jak wygladaja naturaine rozszerzenia funkcji i zbioréw. W szczegélnosci nie wyjasnia,
czy w ogble funkcja f* jest okreslona dla jakichkolwiek argumentow spoza dziedziny funkeji f,
ani czy np. dziedzina funkcji f* jest naturalnym rozszerzeniem dziedziny f. Te sprawy beda
regulowane przez nastgpny aksjomat. W tej chwili przyjmiemy tylko, ze dzialania algebraiczne

w R* s3 naturalnymi rozszerzeniami dzialafn w R oraz relacja mniejszosci w R* jest naturalnym
rozszerzeniem relacji mniejszodéci w R (tzn. zbidr {{x,>: xeR*AyeR*Ax < y} jest
naturalnym rozszerzeniem zbioru {<x, y): x e RAy e RAx < y}). Podobnie jak w przypadku
dzialan algebraicznych, ktore zaréwne w R, jak i R* oznaczamy tak samo, naturalne rozszerzenie
dowolnej funkcji f czesto oznacza sig tym samym symbolem.

Przed sformulowaniem ostatniego aksjomatu pokazemy, ze wiasnodci zbioru liczb
hiperrzeczywistych istotnie réznig si¢ od wilasnoéci R. Zauwazmy najpierw, ze zbior liczh
naturalnych N jest w zbiorze liczb rzeczywistych nieograniczony od gory. W przeciwnym bowiem
razie wzielibysmy liczbe r = supN i z latwoscig zauwazylibysmy, ze liczba 1—1 jest rowniez
ograniczeniem gérnym zbioru' N, wbrew definicji kresu gdrnego. Zatem dla kazdej liczby
rzeczywistej x istnieje liczba naturalna » taka, ze x < n (jest to tzw. aksjomat Archimedesa). Tej
wlasnosci oczywiscie zbior R* nie ma — istniejg bowiem w nim liczby nieskoficzone, zatem
wicksze od kazdej liczby naturalnej. W szczegdlnodci wynika stad, ze aksjomat cigglo$ci nie jest
prawdziwy dla liczb hiperrzeczywistych. Okazuje si¢ jednak, ze mozna wskaza¢ szerokq kiase
wlasnosci wspolnych dla liczb rzeczywistych i hiperrzeczywistych.

Ostamni aksjomat, nazywany zasada Leibniza, stwierdza, ze funkcje rzeczywiste i zbiory liczb
rzeczywistych (ogdiniej — podzbiory R") maja w zbiorze liczb rzeczywistych te same wlasnosci,
co ich naturalne rozszerzenia w zbiorze liczb hiperrzeczywistych. Ograniczamy sig¢ jednak do
takich wlasnosci, ktére mozna sformutowaé uzywajac wyrazen postaci ,,dla dowolnej liczby x™
czy ,,istnieje liczba x**, nie uzywajac natomiast kwantyfikatoréw wigzacych dowolne zbiory czy
funkcje. W ten sposéb na przyklad tzw. zbidr liczb hipernaturalnych N* (tzn. naturalne
rozszerzenie zbioru N liczb naturalnych) ma webiorze R* wiasno$¢ analogiczna do aksjomatu
Archimedesa: dla kazdej liczby x € R* istnieje liczba n € N* taka, ze x < n. Podobnie
zauwazamy, ze jesli funkcja f jest okreslona na calej prostej rzeczywistej (czyli dla kazdej liczby

x € R istnieje liczba y £ R taka, ze f(x) = ), to jej naturalne rozszerzenie f* jest okredlone na
calym zbiorze R* (bo dla kazdego x € R* istnigje y € R* taki, 7e f*{x) = y). W taki sam sposéb
moina pokazac, ze dziedzina funkcji /* jest naturalnym rozszerzeniem dziedziny funkcji f.

Nie mozna natomiast wnioskowa¢, ze liczby hiperrzeczywiste spelniaja aksjomat cigghosci, bo

w jego sformulowaniu wystepuje niedozwolony kwantyfikator: dla kazdego zbioru 4 = R, jeéli

A jest ograniczony z gory, to A ma kres gorny.

Pokazemy teraz, jak przy uiyciu analizy niestandardowej mozna okresli¢ podstawowe pojgeia
analizy matematycznej. Na poczatek zajmiemy si¢ pojeciem cigglosci funkeji. W intuicyjnym
sensie funkcja jest ciagla, jezeli ,,w ciggly sposob”, tzn. bez skokow przechodzi od jednej

wartosci do drugiej, czyli ze niewielkim zmianom argumentu maja odpowiadaé niewielkie zmiany
wartosci. Oczywista jest zatem definicja: funkcja rzeczywista f jest ciagla w punkcie xq, jesli dla
dowolnego punktu x takiego, Ze x = xp, mamy f *(x) = f(x,). Wykazemy, ze ta definicja jest
rownowazna powszechnie przyjmowane) definicji ,,epsilonowodeltowej™:

/\ \/ /\\ lx—=xo| < 8= |f(X)—S(x0)| < &.

e>04>0 x=R
Zalozmy wiec, ze funkcja fjest ciagla w punkcie x, w sensie tradycyjnym. Wezmy dowolna liczbg.
hiperrzeczywista x taka, ze x & xo. Mamy pokazag, ze £ *(x) = f(xo), czyli ze [*(x)—f *(xo)
jest liczbg nieskonczenie mala. Mamy wiec pokazac, ze dla dowolnej liczby rzeczywistej &€ > 0
zachodzi nierdéwnos$¢ | f*(x)—f *(xo)| < &. Dla tej liczby ¢ dobieramy liczbe rzeczywistg 6 > 0
taka, by /\ lx—xo| < 8= [f(x)—f(xo)l < &.
xeR -
Z zasady Leibniza wynika, ze wowczas /\ Ix—xo| < 8= [f*(x)=f*(x0)| < &.
xcH*
Poniewaz jednak dla wybranej przez nas liczby x mamy x = x,, wigc tym bardziej |x—xq| < 6.
Stad | f*(x)—f*(xo)| < &. Na odwroét, zaldzmy, ze funkcja f jest ciggla w punkcie x, w sensie
niestandardowym. WeZmy liczbe rzeczywista € > 0. Mamy znaleZ¢ liczbe rzeczywista 6 > 0

taka, ze

/\ lx—x] < 8= |f(x)—f(x0)| < &.
x=R



Wezmy dowolna liczbe 8 € R*, § > 0 taka, #6°8 ~ 0. Wiedy dla dowolnej liczby hiperrzeczywistej
x takiej, ze |[x—xq| < d mamy x % x;, a stad £*(x) & f*(xo). Zatem [ *(x)—F *(xo)| < &.
Wynika stad,2e  \/ /\ [x=xol < 8= |f*()—f*(xo)l < e.

GeR®, 5> 0 xelt

Z zasady Leibniza otrzymujemy teze: \/ /\ [x—=xy| < 6= [f(x)—f(x0)] < e.
8eR, 6> 0 xeR
W nastepnej koleino$ci wprowadzimy pojecie pochodnej opierajac sig na intuicjach omowionych
we wstgpie. Mowimy, ze funkcja f ma w punkcie x; pochodna réwng yo, jezeli dla kazdej roznej
S*(xo+h)—f*(xo)

od zera nieskoficzenie malej liczby & iloraz réznicowy e jest nieskonczenie
* + Axy=r*

bliski yo. Zatem f"(xo) = sr(f o ;; /) ) dla Ax 2 0, 4x # 0.

Wreszcie zajmiemy sig pojeciemn catki oznaczonej. Przypusémy, ze w przedziale [a, b] mamy

b—a
»
Nastepnie dzielimy przedzial [a, b]* (zauwazamy, ze [a, b]* = {x e R*:a < x < b}) na » robwnych
czefei o dlugoéci § punktami tq = a, 1, = a+86, £, = a+hd, ..., {, = b. Zauwazamy, ze
oczywiscie 6 & 0. Zgodnie z intuicjs podana we wstepie potozymy teraz
B

vl
fGrdx = st 3 £4(0) (tar—1).

a i=0

okreslong funkcije ciggly /. Obieramy nieskoriczong liczbe hipernaturalng » i kladziemy § =

Na zakoniczenie nalezy stwierdzic, ze analiza niestandardowa nie jest wylacznie motywowana
filozoficznymi wzgledami elegancks formalizacja oryginalnych idei Leibniza, ale stanowi silny
aparat dowodowy. Z zasady Leibniza wynika, Ze dowolna witasno§é liczb hiperrzeczywistych,
dajgca si¢ sformulowaé w sposdb dopuszezony przez te zasade, przystuguje rowniez liczbom
rzeczywistym. Dowdd takiej wlasnosci stosujacy metody niestandardowe jest zatem dowodem
Jei prawdziwosci. Obecnie znamy juz szereg twierdzefi udowodnionych po raz pierwszy wlasnie
przy uzyciu analizy niestandardowe;j.

Redaguje dr Krzysztof S. NOWINSKI

M 371. Wykazac, ze jedynym rozwigzaniem calkowitym réwnania x?+ y?+ 22 = 2xyz jest
- x=y=2=0,
Rozwiazanie na str. 16
M 372. Na dwoch polprostych o poczgtku O wybieramy punkty A, B tak, ze OA = OB+m,
gdzie m jest ustalong liczba dodatnia. Wykaza¢, ze srodki odcinkow 4B spelniajacych ten

warunek leza na pewnej poiprostej.
Rozwigzanie na str. 10

M 373. Co jest wigksze: cos(sinx) czy sin(cosx)?
Rozwigzanie na str. 14

* Redaguje mgr Tomasz TRATKIEWICZ

F 156, Oszacowac sile dzialajaca na ladunek ¢ umieszczony w $rodku obojetnej elektrycznie,
metalowej powloki sferycznej o promieniu R i grubodci écianek 4. W powloce znajduje sig
niewielki otworek o promieniu r. Nalezy przyjaé: r < Roraz 4 < r.

Zadanie nadestat p. Wiodzimierz Zielicz.

Rozwigzanie na str. 3

F 157. Proiniowy kondensator plaski zbudowany jest z dwoch cienkich plyt o powierzchni s,

o d a odleglych o d (s > d*). Jak zmieni si¢ pojemno$¢ kondensatora, gdy umiescimy go w metalowej
puszce, ktérej $cianki znajduja sig w odlegtosei 3d (patrz rysunek)?

Rozwigzanie na str, 12
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