Male zbiory na prostej
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Jakie zbiory liczb rzeczywistych czy tez punktdéw na prostei mozna
narwa¢ malymi? Co do nieKtérych na pewno nie ma watpliwosci.
Kazdy sig chybe zgodzi, Ze zbidr pusty i zbiory jednoelementowe
s3 male. A inne zbiory skonczone? Chocby mialy milion
elementow, to w poréwnaniu z mrowiem wszystkich liczb
rzeczywistych sa jednak male. Nie na darmo matematycy mowia
»prawie wszystkie wyrazy ciggu” zamiast ,,wszystkie poza
skoficzona iloicia™.

Zapytajmy z Kolei, czy sg jakie§ male zbiory nieskorficzone. O
sugestywne przyklady i tu nietrudno. Przyjrzyjmy sie liczbom
calkowitym na osi liczbowej. Tak rzadko sie pojawiaja, Ze prawie
ich nie wida¢ wéréd reszty, No tak, ale fo tvlko przyklad, a czy
mozna podaé ceche wyrdZniajaca male zbiory nieskoriczone
spoérod innych? Najprostsze jest kryterium odwolujace sie do
liczby elementow. Zbiér maly to zbiér réwnoliczny ze zbiorem
liczb calkowitych (ktbrego ,,malc8¢E” juz zaakceptowaliSmy),

a wigc przeliczalny.

Zbiory A i B sa réwnoliczne wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje roZnowartosciowa
funkcja f dzialajaca z A na B.

Tu jednak czekajg pewne niespodzianki: zbior wszystkich liczb
wymiernych tez jest przeliczalny, a intuicyinie nie wydaje si¢
taki maly, wszak liczby wymierne sg gesio upakowane wsrod
liczb rzeczywistych. Z praktyki matematycznej wynika jednak,
Ze zbiory przeliczalne na prostej nalezy traktowaé jako male,
wiele bowiem istotnych rozwazan mozns prowadzié
dopuszczajge zaburzenia badanej wlasnosci wlasnie na zbiorach
przeliczalnych. Umbéwmy si¢ wige, Ze vwaZamy rodzing
przeliczalnych podzbioréw prostej za wzorcowy przyklad
rodziny zbiorow matych.

Zastosowane powyzej kryterium réwnolicznosci nie jest jednak
wlasciwe dla badania zbiorow malych. Okazuje si¢ bowiem, Ze sa
zbiory rownoliczne z calg prosta (ktora musi byé iSci
traktowana jako zbior duzy) i majace pewne wilasnosci
strukturalne skianiajgce do zaklasyfikowania ich jako zbiorow
malych. Tymi wiasnosciami bedziemy sig zajmowad w nmle:]'szym
artykule, przedtem jednak podamy ogodlne cechy rodzin zbioréw
matych.

Jak juz mowiliSmy, zbiory jednoelementowe sa male, cala prosta
nie jest zbiorem malym, z pewnoscig podzbidr zbioru malego jest
maly. Wydaje sig rowniez zgodne z intuicjg twierdzic, ze suma
niewielu zbioréw malych jest mala. Ze za$ zbiory przeliczalne
uznalismy za niewielkie, przyjmijmy, iz suma przeliczalnej rodziny
zbiorow malych jest zbiorem malym. Powyzsze rozwazania
doprowadzaja do pojecia o — idealu jako naturalnego schematu
konstruowania rodzin zbioréw matych.

¢ — idealem na prostej nazwiemy rodzine / zbior6w liczb
rzeczywistych o nastgpujacych wiasnosciach:

1. {x} e I dla kazdej liczby rzeczywistej x;

2. R ¢ I (R oznacza zbior wszystkich liczb rzeczywistych);
3JeSliA=BiBeltoAel,

4. Jesli {4,: n e N} jest rodzina zbioréw nalezacych do I,
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Rodzina podzbiorow skoniczonych lub przeliczalnych zbioru liczb
rzeczywistych stanowi, jak sig¢ latwo przekonaé, ¢ — ideal,
(bowiem R jest zbiorem nieprzeliczalnym). Jest to ponadto

o — ideal najmnigjszy, tzn. zawarty w kazdym innym. Naszym za$
celem bedzie szukanie ¢ — idealdéw obszerniejszych, do ktérych
nalezs rowniez zbiory nieprzeliczalne. Okazuje sig, ze takich
rodzin pojawia si¢ wiele przy okazji rofnych badan
maftematycznych.

Na poczatek rozwazmy rodzing zbiorow, ktére mozna pokryé
przeliczalng iloscig odcinkéw o dowolnie malej sumie dlugosci.
Takie zbiory nazywamy zbiorami miary zero. Dokladnigj:

Zbitr A = R jest zbiorem miary zero wiedy i tylko wtedy, gdy

dla kazdej liczby & > 0 istniejg odcinki I,: n € N takie,

te A<|J1,i 3 Il < e (/1| oznacza dlugos¢ odcinka 7).
neN =M

Zbiory miary zero moZna z pewnoécig traktowa¢ jako male, sg
bowiem podzbiorami sum krotkich odeinkow. Czytelnik moze
sprawdzi¢ bez trudu, Ze zbiory te tworza ¢ — ideal. Nieco
trudniej jest wskazac zbior miary zero rownoliczny z calg prosta.
Typowym przykiadem jest stawny zbior Cantora. Tak wiec zbiory
miary zero to pierwszy rodzaj zbiorow, ktore sa male ze wzgledu
na sposob ulozenia elementdw, a nie na ich ilos¢.

Zbior Cantora konstruuje sie nastgpujaco:

odcinek [0, 1] dzielimy na trzy réwne odcinki i wyr y irodkowy odcinek
otwarty. Kazdy p ly odeinek dzielimy na trzy réwne odcinki | wyrzucamy
érodkowe odcinki otwarte itd. Konstrukcig ciggniemy ,,w nieskon %", To
co zostanie, to wlaénie zhidr Cantora.

Nastepna rodzina zbioréw malych jest zdefiniowana tudzaco
podobnie, okazuje sie jednak mie¢ zupelnie inne wlasnosci.

_ Zbioér A = R nazwiemy zbiorem silnie miary zero wtedy i tylko
~wtedy, gdy dla kazdego ciagu (a,:n € N) liczb dodatnich istniﬁe

cigg odcinkdw (I,:n e N) taki, Ze [Jy| < @i A < Lii;f.-

RE|
Tak wiec zbidr silnie miary zero to zbior, ktéry mozZna pokryé
suma odcinkéw o dowolnie malych diugosciach (w odr6znieniu od
zbioru miary zero, ktory mozna pokry¢ suma odcinkow
o ddwolnie malej sumie diugosci). Ta niewielka z pozoru rdéZnica
w okre$leniu ma bardzo powazny wplyw na roZnice wlasnosei
omawianych rodzin zbioréw.

Zauwazmy przede wszystkim, Ze zbiory silnie miary zero tworza
o — ideal. Jest on zawarty w o — ideale zbioréw miary zero,
innymi stowy kazdy zbior silnie miary zero jest zbiorem miary
zero. Mozna ponadto wykazaé, ze na przykiad wspomniany
powyzej zbiér Cantora nie jest zbiorem silnie miary zero, czyli
o —ideal zbiorow silnie miary zero jest ostro zawarty w

o — ideale zbioréw miary zero. Problem, czy istnieja
nieprzeliczalne zbiory silnie miary zero, pozostawa! przez diugi
¢zas otwarty i jego pelne rozwiazanie podano dopiero w roku 1976.
Okazuje si¢, Ze zdanie ,,Kazdy zbi6r silnie miary zero jest
skoriczony lub przeliczalny”, zwane hipoteza Borela, jest
niezalezne od aksjomatyki teorii mnogoéci, czyli nie moZna go
ani udowodnic, ani obali¢. Tak prosto sformutowany problem
wnika wiec gleboko w podstawy matematyki.

Zaréwno zbiory miary zero, jak i silnie miary zero sg male, bo sg
zawarte w sumach odcinkéw w pewnym sensie krotkich. Innym
sposobem otrzymywania zbiorow malych jest Zadanie, by

nie zawieraly ,,duzych kawalkow®'. Pierwszg probg mogtby by¢
postulat, by zbiér maly nie zawieral odcinka. Takie zbiory
nazywamy brzegowymi. Rodzina zbiorow brzegowych nie jest
jednak dobrg kandydatka na rodzine zbiorow matych, nie stanowi
ona bowiem o — idealu: zar6wno zbi6r liczb wymiernych, jak

i niewymiernych sa brzegowe, a ich suma to cala prosta. Trzeba



wige sposrod zbioréw brzegowych wyeliminowa¢ przynajmniej te,
ktére sg uzupelnieniami zbioréw brzegowych. Mozna to osiagnaé
ograniczajac si¢ na przyklad do zbiorow domknigtych brzegowych
i te potraktowaé jako male. Nie tworzq wprawdzie o — ideatu,

ale latwo je dofi uzupenié rozwazajac wszystkie podzbiory sum
przeliczalnych rodzin zbioréw domknigtych brzegowych.

Zhiér domknigty to taki, ktéry wraz z kaidym ciagiem elementdw zawiera
jego granice.

Przyjmiemy nastepujaca definicje:

Zbiér A = R nazywa sie cienki, jesli istnieje taki ciag {Fa:ne N}

zbioréw domknietych brzegowych, ze 4 < L_I,LF..
ne

Warto chyba w tym miejscu poda¢ pewna wlasnosc zbiordw
cienkich, bardzo sugestywnie dowodzaca ich ,,malosci”. Z kazdym
zbiorem 4 = R wigzemy nastgpujaca gre dwuosobowa G4: gracze
na przemian wybieraja odcinki domknigte w ten sposéb, by
odcinek wybrany w danym ruchu zawieral si¢ w odcinku
wybranym w poprzednim ruchu partnera. Gra toczy sig

w ,,nieskonczonos¢™, Jedli przecigcie wszystkich zagranych
odcinkéw ma wspélne punkty ze zbiorem 4, wowczas wygrywa
.gracz pierwszy. W przeciwnym razie wygrywa drugi. Okazuje sig,
ze gracz drugi ma strategic wygrywajaca w grze G4 (czyli plan gry
pozwalajacej mu wyminaé zbiér A bez wzgledu na przemysinosé
przeciwnika) wtedy i tylko wtedy, gdy zbior A jest cienki. Male

to musza by¢ zbiory, ktére mozna tak wyming¢, prawda?
Twierdzenie Baire'a orzeka, Ze zbidr R nie jest cienki, >

To, ze zbiory cienkie tworzq o — ideal, wynika natychmiast z ich
definicii i twierdzenia Baire’a. Tak wiec istotnie moZna je uwazaé
za zbiory male. Poréwnajmy tak otrzymana rodzing z poprzednio
rozwazanymi o — idealami. Czeka nas tu, niestety, przykra
niespodzianka. Okazuje sig, Ze caly zbior liczb rzeczywistvch
mozna podzielié na dwa zbiory, z ktorych jeden jest cienki, a drugi
miary zero. Oba te pojecia malosci zbioru, cho¢ jednakowo chyba
intuicyjne, sa wiec ze soba sprzeczne.

Zaleznos¢ miedzy zbiorami cienkimi a zbiorami silnie miary zero
jest bardziej skomplikowana. Bez trudu moZna podac przyklad
zbioru cienkiego, ktory nie jest silnie miary zero (znow zbior
Cantora), natomiast zdanie ,,kazdy zbidr silnie miary zero jest
cienki” okazuje sie niezalezne od aksjomatyki teorii mnogosci.

... ]

Inny aspekt zwiazku miedzy tymi o — idealami pokazuje
nastepujace twierdzenie:

Zbio6r jest silnie miary zero wtedy i tylko wtedy, gdy kazdy zbior
cienki zawiera sig w pewnym przesunieciu jego uzupelnienia,

Przesunieciem zbiort A = R o liczbe x € R nazywamy zbidr {x+a tae A)

Twierdzenie to®dostarcza dodatkowej informacji o tym, jak male
sa zbiory silnie miary zero lub, méwiac inaczej, jak wielkie sg ich
uzupelnienia: tak wielkie, Ze kazdy zbi6r cienki mozna w nie
»wsunaé”,

Jak to czesto bywa w matematyce, powyzsze twierdzenie stalo si¢
inspiracja nowego pojecia. Powstal mianowicie pomyst badania
zbioréw, ktore tak maja sie do zbior6w miary zero, jak zbiory
silnie miary zero do zbioréw cienkich.

Zbiorami silnie cienkimi przyjeto nazywac takie zbiory A, ze
kazdy zbidr miary zero zawiera si¢ w pewnym przesunigciu
uzupelnienia zbioru A4.

Eatwo sprawdzié, ze kazdy zbior silnie cienki jest cienki, nic wigc
nie stoi na przeszkodzie, by potraktowa¢ zbiory silnie cienkie

jako jeszcze jeden przyklad zbioréw matych. Tu jednak znéw
niespodzianka: nie wiadomo dotad, czy zbiory silnie cienkie tworza
o — ideal, ba, nie wiadomo nawet, czy suma dwoch zbiorow

silnie cienkich jest zawsze zbiorem silnie cienkim.

W tym miejscu przerwiemy nasza wycieczke po krainie zbioréw
malych. Podane tu przyklady rodzin takich zbioréw bynajmniej
nie wyczerpuja wszystkich poje¢ ,,matoéci” zbioru badanych

w matematyce. Daja one jednak wyobraZenie o rozwazaniach
prowadzonych w tej interesujgcej teorii i 0 pewnym waZnym
fakcie metodologicznym. Czesto majgc na uwadze znany obiekt
o jakiej$ wlasnosci probuje sie wyodrebnié te jego cechy, ktére

o niej w przekonaniu badaczy przesadzajg. Stworzone w ten
sposob pojecie okazuje sie czasem nie pasowa¢ do pierwotnych
wyobrazef, ujawniane s3 przyklady innych obiekiow
spelniajacych wprawdzie przyjeta definicjg, ale w intuicyjnym
odezuciu nie majacych zadanej wlasnodci. (Przyklad takiej
sytuacji podali$my méwiac o rozbiciu prostej na dwa zbiory male
w roZnym sensie, przeczy on W pewnym stopniu przekonaniu,

Ze intuicje zwigzane z maloscia zbioréw miary zero i cienkich

sa trafne.) Zmusza to zawsze do zrewidowania intuicji i gigbszego
wniknigcia w sens rozwazanego pojecia (w naszym przypadku
matosci zbioru).

Rozwiazanie zadania F 155. Zaloézmy, 7e
parowoz jezdzi po kolowym torze i przejdzmy
do ukladu odniesienia zwigzanego

z powietrzem. W tym ukladzie odniesienia
dym jest nieruchomy i wyznacza tor
parowozu wzgledem powietrza, natomiast
srodek okrggu, po ktorym porusza sig
parowdr, przemieszeza si¢ z predkoscig
réwngy co do warto$ci predkosci wiatru
wzgledem powierzchni ziemi, lecz
przeciwnie skierowana, W ukladzie
odniesienia zwidzanym z powietrzem tor
parowozu, & zatem i ksztalt fladu dymu jest
po prostu torem punkiu poruszajacego sie
jednostainie wokdl srodka okregu, ktéry
jednoczeinie przemieszerza sig ruchem
jednostainym prostoliniowym. Wartoscel

predkosci liniowych obu ruchdw sa
niezalezne. Tor parowozu jest wiec
voedlniong eykloidg. Tylko w jednym
przypadku cykloida ma charaktervstyczny
ndziobek”, taki jaki tworzy dym
przedstawiony na rysunku, Tak jest, edy
wartoici obu predkodci sa rédwne. Tak wiec
predkodé wiatru jest rowna v, = 36 km/h.
Poniewaz ,,dziobek' zosial przesunigty przez
wiatr wzgledem Ziemi, a w chwili jego
tworzenia sie predkosé wiatru musiala byé
styczna do toru, wige wystarczy z

z wierzcholka ,,dziobka" poprowadzic
styczna do tordw, aby ofrzymaé kierunek
predkosci wiatru wzgledem powierzchni
ziemi. (Wartosé promienia zakretu byla
oczywitcie zbgdna.)
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Ukiad odniesicnia
Zwiazany z ziemiag




