Niech f: [0,1] — [0,1] bedzie klasy C',

a pe [0,1] — punktem okresowym o okresie
ndia f (tzn. f7(p) = p). Jesli |/ (p)l < 1,
to p nazywamy punktem przyciagajacym albo
sciekiem, Jesli |(f"(p)] > 1, to mbéwimy,

# p jest odpychajacy.

Sciek ma otoczenie zloZ z punktow
x, dla ktérych ciag (%) (x) jest zbieiny do p,
gdy k — co(sprawdz!).

Oto przepiz na wyznaczenie trajekiorii punktu:
Narysuj kwadrat o boku 1 i wewngtrz niego
wykres naszego przeksztalcenia fp.Zaznacz

w kwadracie przekatng y = x. Wybierz punkt
(%o, Xo) na przekatnej, narysuj lini¢ pionowa
przechodzqcy przez ten punkt ak do

przecigcia wykresu, Z punktu przeciecia |
parysuj linig poziomg az do przeciecia
przekatnej w jakim$ punkcie (xy, xy) (wtedy
X1 = fo(xp)). Tak samo wyznacz x; = f4(x,)
X%y aae itd,

,, ;

Rys.2.a= % Wszystkie trajektorie s3

zhietne do p = 0.

Chaos na odcinku

Mgr Anna ZDUNIK

WyobraZmy sobie, Ze obserwujemy pewien uklad, ktéry podlega zmianom w czasie. Stany naszego
ukladu utozsamiamy z punktami przestrzeni metrycznej X, przy czym stan w chwili nastgpnej
zalezy tylko od stanu w chwili poprzedniej. Oznacza to, Ze istnieje przeksztalcenie f1X — X,

ktore moéwi nam, Ze jedli w chwili 7 uklad znajdowal si¢ w stanie x, to w chwili (i+1) bedzie

w stanie f(x). Znajac wiec sytuacje w chwili poczatkowej oraz regule przechodzenia od stanu

do stanu (opisana przez f) umiemy wyznaczy¢ tzw. trajektorig (x)){20 punktu x odpowiadajacq
kolejnym stanom naszego ukladu:

Xo=x, Xx1=fx), i=0,1,..

Naturalne jest pytanie o zachowanie trajektorii: czy sa one zupelnie chaotyczne, czy moze rzadzi
nimi pewien porzadek? Czy trajektorie bliskich punktéw sa podobne? Ile jest trajektorii
okresowych (to znaczy takich, ze x, = x, dla pewnego n)? Odpowiedz na takie pytania bywa
bardzo trudna nawet w przypadku tak prostej przestrzeni jak odcinek [0, 1] i tak
nieskomplikowanych przeksztalcen jak funkcja kwadratowa.

Rozpatrzymy rodzine takich wlasnie przeksztalcen:
fulx) = ax(1—x), gdzie a€ [0, 4].
Dla naszych celow wygodne bedzie rozpatrywanie funkcji zlozongj wielokrotnie z soba samag;
wprowadzmy wige oznaczenie:
Sx) = fof e ... of(n razy).
Odtad /" bedziemy nazywaé n-ta iteracja funkeji £ Zatem (x,){Z, jest trajektorig punktu
Xo WyzZnaczona przez f<= ['(xo) = x; dla kazdego i = 0,1, 2, ...

n=! n=é n=7

a=3

a=3739

i

a=3299027

Rys. 1. Oto wykresy przeksztaleen (i kilku ich iteracji) dla réznych wartosei a.
Wszystkie funkcje z naszej rodziny maja po dwa odcinki monotonicznosci i wszystkie maja

. 1 s i ;
maksimum w punkcie ¢ = 5 Wykresy wygladaja podobnie (rdznia sig tylko ,,wysokoscia”),

ale juz wykresy kolejnych iteracji sa bardzo rozne dla roznych wartosci a. Opiszemy kilka skrajnych
przypadkéw, aby zrozumieé¢ co sig wlasciwie dzieje.

Sytuacja jest najprostsza, gdy a jest nie wigksze niz 1. Wowezas (Czytelniku przekonaj sief)
wykres /" ma tylko dwa odcinki monotonicznosci dla kazdego n. Punkt p = 0 jest staly dla
naszego przeksztalcenia (fu(p) = p), ponadto

Ja(p) = a—2ap = a<1, wigc p jest Sciekiem.

W tym przypadku z wklestosci funkeji /i wynika, Ze caly odcinek [0, 1] jest przyciagany
do punktu p = 0, to znaczy dla kazdego x € [0, 1] trajektoria x dazy do p.
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Rys. L.a= %" Punkt staly ¢ = % przycigga
wazystkie punkty z odcinka (0, 1).
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Rys. 4. u = . Punkt staly ¢ = —; priycigga

wszysikie punkty z odecinka (0, 1).

Rys. 5. Rysunek pomocny przv rozwigzywaniu
zadania
y=1=2x
= y+i]/i——y’.
2= (2 =+ 2p Y127,
re 12 = 2y3-1,

Rys. 6. Wykres funkeji F przed | po
zamianie zmiennych,

Gdy a jest wicksze niz 1 (ale mniejsze niz 2), punkt p = 0 staje sie odpychajacy, ale wewnatrz
1
odcinka pojawia si¢ nowy punki staly przyciagajacy q. < 5 Rowniez w tym przypadku

przeksztalcenie f; ma tylko dwa odcinki monotonicznoéci i dla kazdego x, € (0, 1) ciag (x)20
jest zbiezny do g,. W granicznym przypadku punkt g, pokrywa sie z ¢. Gdy « dalej rosnie,

sytuacja zaczyna si¢ troche komplikowaé, bo wykresy kolejnych iteracji f; maja juZ teraz wigcej
niz po dwa odeinki monotonicznosci (dlaczego?).

Okazuje sig jednak, Ze punkt g, nie znika przy przejiciu przez graniczng warto$é¢ a = 2, a jedynie
,»przenosi sie”” na druga strone c¢ i pozostaje przyciggajacy. Nietrudno przekena¢ sie (na przykiad
rysujac trajektorie), ze takZze w tym przypadku wszystkie punkiy z odcinka (0, 1) sa przyciagane
przez q,. Ta dobra sytuacja koficzy sie, gdy a przekracza warto$¢ 3 (wowcezas punkt g, staje sig
odpychajacy, a trajektorie punktow — bardziej skompiikowaﬁe).

Podsumujmy nasze dotychczasowe rozwazania. W opisanych dotad przypadkach przeksztalcenie
Ja mialo zawsze scick, ktory przyciagal wszystkie punkty z wngtrza odcinka. Oczywiicie, nie bylo
zadnych imnych trajektorii okresowych w (0, 1). Sytuacja jest wigc niezwykle jasna: jakikolwiek
bylby punkt poczatkowy x, € (0, 1), stan ukladu dazy do pewnego stanu ,,rOwnowagi”.
Przyszlodé jest wiec w pelni przesadzona z gory, w ogdle nie zalezy od teraZniejszosci.

Ale juz przejscie przez warto$¢ parametru @ = 3 wprowadza do naszego obrazka balagan. Jak
wielki moze on by¢ — przekonamy sie za chwile badajac ,,ostatnie™ przeksztalcenie naszej
rodziny: f,. Przyjmijmy dla prostoty oznaczenie F(x) = f, (x).

Na poczatek — zadanie: okreslamy przeksztalcenie ¢:[0, 1] — [0,1] wzorem

1 :
@(x) = —arccos(l — 2x), wowczas @ jest ciagle i wzajemnie jednoznaczne, ¢~" jest ciagle,
n -
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Co nam daje przeksztalcenie @ ? Pozwala zapisa¢ F w nowych zmiennych (7) i zmieni¢ ksztalt
wykresu na przyjemniejszy. Zamiast badac trajektorie wyznaczone przez F zajmiemy sig¢
trajektoriami wyznaczonymi przez G, co okaZe sie znacznie prostsze,

1
Wybierzmy taki punkt x, € [0, 1], ze dla kazdego n = 0.G"(x,) # Y i niech (x,){2 o bedzie
trajektoria wyznaczong przez G. Punktowi xp przyporzadkujemy ciag znakow (ai(xo))iZo,
gdzie a; = 0 lub 1 wedlug zasady:

1
a;, = 0, jesli x; lezy na lewo od punktu 2"

1
a; = 1, jesli x; lezy na prawo od punktw 5

Poniewaz G (podobnie jak F) przeprowadza odcinek [0, 1] w sposob ciagly na [0, 1], moZemy
sformulowaé nastepujace lematy: '

Lemat 1. Dla kazdego ciagu (A4,){2, zlozonego z zer i jedynek istnieje taki punkt x, € [0, 1],
ze (a(x0))iZ0 = (4)iL0.

Lemat 2. Dla takiego punktu x, € [0, 1], Ze éﬁg (ai(xo))i% o jest okreSlony, definiujemy zbior
Lixg) = {x€[0,1]: a(x) = ai(xy) dlai=0,1,..n}.

Waowezas zbior I(xo) jest odcinkiem o diugosci Jesli ¢, d sa koficami tego odcinka, to albo

P 4
G"(c) = i. albo G"(d) = L
2 2
Dowody (nietrudne) obu lematéw zostawiam czytelnikom. Mozemy udowodnic teraz

Twierdzenie. W dowolnie krotkim odecinku otwartym zawartym w [0, 1] znajduje si¢ punkt,

1
ktorego trajektoria wyznaczona przez G zawiera punkt Y (to znaczy: przeciwobrazy punktu

;—- s3 geste w [0, l}).
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Rys. 7. Wykres przeksztalcenia G2, Ia(xg) jest
odeinkiem monotonicznosci dla G*. Ogodlnie:
Ia(x0) jest odcinkiem monotonicznosci

dla G"+3,

=

Rozwigzanie zadania F 154, Klucz zeslizguje
sie z preta wahajge sig rownoczesnie. Gdy
pret zaczyna sig obracad, predkodd wzgledna
punkty zetkniecia klucza jest prostopadia do
0si podluinej preta, podobnie jak przeciwnie
skierowana sila tarcia kinetycznego.

W kierunku prostopadlym do predkosci
tarcie stntyczne znika (patrz zad, F120

w Deleie 8/1982) i klucz rozpoczyna
zeslizgiwanie si¢. Pojawia si¢ wiedy skladowa
silv tarcia kinetycznezo wzdluz preta, kidra
hamuje ten ruch. Plynnosé lub |, skokowosé"”
zedlizgiwania sig klucza zalezy od wartosci
predkosci katowej preta.

Drgania poprzeczne wzbudza jut w pierwszej
chwili ruchu wspomniana wyzej sila tarcia
statycznego. Jest to bardzo uproszezony opis.
Aby sig 0 tym przekonaé, proponujemy
Czytelnikom zastanowid sig, jak zmieniaja sig
sily dziatajace na klucz podezas bardzo
powolnego narastania momentu obrotowego
przykladanego do preta,

A oto \?niosek Z powyZszego twierdzenia.

Dla dowolnego x € [0, 1] przeciwobrazy x (czyli takie punkty, ktorych trajektoria zawiera x)
sg geste w odeinku [0, 1.

Dowéd twierdzenia: Wezmy odcinek (a, b) < [0, 1] i podzielmy go na trzy rowne czesci
punktami r, s (a < r < § < b). W odcinku [r, 5] istnicje punkt xg, dla ktorego ciag (a((xo))iZ o jest

b—a
. Wowczas odcinek I,(xp) jest zawarty

1
okredlony (dlaczego?). Wezmy takie n, aby —— <

AR+ 1
F A

w (a, b). Z lematu 2 wynika, ze przynajmniej jeden jego koniec ma trajektori¢ przechodzaca

1 1
przez punkt 3 Znalezlismy wigc przeciwobraz punkiu Y w odcinku (a, b).

Dowdd wniosku przebiega zupelnie podobnie, irzeba tylko pamigtaé, ze 1,(xo) jest jednym
z odcinkow monotonicznosci dla G"** i ze obrazem (przy przeksztalceniu G"**) kazdego odcinka
monotonicznodci jest caly odcinek [0, 1].

Wreszcie mozemy zaczaé czerpaé korzyéci z naszej pracy i przypomnieé sobie o wlasciwym
obiekcie naszych' zainteresowat — o funkcji F. Pokazemy, Ze dla F tezy twierdzenia i wniosku
tez sa prawdziwe. Istotnie, wezmy dowolny odcinek otwarty (a’, 5) < [0, 1]. Funkcja ¢
przeksztalca (a’, b') na pewien odcinek (a, b). Z twierdzenia wiemy, Ze istnieje takie z € (a, b),

1
e G"(2) = = dia pewnego n. Wowczas

1

1
Fi(p™4(2) = 971 (6"(2)) = q:“(—) -

2

. - 1
Poniewaz ¢~ '(z) € (a’, '), wigc znaleZliémy przeciwobraz punktu § 3 w odcinku (a’, b).

Whniosek otrzymujemy podobnie, znowu postugujac si¢ zamiang zmiennych ¢.

Uzyskaliémy wiec pelny opis trajektorii wyznaczonych przez F. Punkt, ktorego trajektoria

1
nie zawiera punktu 5 odpowiada pewnemu ciagowi ()i zer i jedynek (i na odwrét). Ponadto

1
punkty, ktorych trajektorie zawieraja 3 sa geste w odcinku [0, 1] (w poprzednio rozpatrywanych

przypadkach tak oczywiscie nie bylo — dlaczego?).

Sytuacja jest calkiem inna niz poprzednio. Latwo na przyklad zauwazy¢ prawdziwose
nastepujacego faktu: dla dowolnie krotkiego odcinka otwartego J < [0, 1] istnieja takie n € N
oraz punkty x, ye J, ze

1
£ @)=, > 5

Méwiac obrazowo: trajektorie dowolnie bliskich punktéw ,,rozejda sig” po pewnym czasie.
Przysztoéé ukladu zalezy bardzo mocno od stanu poczatkowego xg. Wystarczy zaburzy¢ go
odrobing, a historia potoczy si¢ zupelnie inaczej...

Opisane tu przypadki naleza do najprostszych i jednoczesnie pokazuja dwie skrajne sytuacie,
jakie moga tu mie¢ miejsce. T

Dla posrednich wartosci parametru a otrzymuje si¢ w pewnym sensie ,,stany posrednie”. Moze
sie wiec zdarzyé, ze przeksztalcenie f, ma $ciek i wowczas trajektorie prawie wszystkich (w sensie
miary) punktow dazg do tego §cieku. W pozostalych przypadkach prawdziwa jest teza naszego
twierdzenia (cho¢ dowdd jest duzo trudniejszy).

Wielu probleméw zwigzanych z przeksztalceniami tej rodziny nie umiemy dotad rozwigzac. Te
niewinne funkcje okazuja sie bowiem bardzo oporne przy probach szczegélowego badania,

W szczegdlnodcel proste pytanie: ,,czy zbior t;rch parametrow a, dla ktorych f, ma §ciek, jest gesty
w odcinku [0, 4] 7" wciaz czeka na odpowiedz.

We wstepie odwolywali$my sie do wyimaginowanego ,,ukladu fizycznego”. Warto wigc wyjasnic,
ze przeksztalcenia tego typu rzeczywiscie stuza w ekologii jako model opisujacy wzrost
liczebnosci populacji pewnych owadow. Natura matematyczna takich przeksztalcen jest jednak
na tyle frapujaca, ze warto si¢ nimi zajmowad, nawet gdyby nic ,,rzeczywistego” nie oznaczaly.
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