Arytmetyka Peano nazywamy system
sformalizowany oparty na aksjomatach
podanych przez wloskiego matematyka
Giuseppe Peano w 1889 r. Uzywajac
wapdlczesnej symboliki mozemy je zapisaé
nastgpujgco: (S(x) nalezy traktowaé jako

~ liczbg naturalng nastepng po x, tzn. x+1):

S(x) = 850) = x=yp,

0 # S(x),

x40 = x,

x+S(y) = S(x+y),

x:0=0,

x-8()) = x"y+2x,

(p(0) & 3:{\w(m - ¢(S(x)) — } P(x).

Ostatni aksjomat, zwany aksjomatem indukeji,
jest sct ieskor ie wielu

~ aksiomatdéw — dla kazdej formuly ¢(x)

jezyvka arytmetyki Peano otrzymujemy jeden

. aksjomat.

W arytmetyce Peano mozemy mowié

0 zhiorach skoficzonych liczb naturalnych

| dzigki metodzie kodowania. Majac bowiem
dany zbiér X = {a,, ..., a, | gdzie a; jest
liczbg naturalng oraz a; < ... < a,, moiemy
80 jednoznacznie zakodowaé za pomoca
liczby naturainej (p}! - ... - pin), gdzie p, jest
.\ itg liczby pierwsza. Liczbg te nazywamy

| kodem zbioru X. Z twierdzenia

| 0 jednoznacznoici rozkladu liczb naturalnych
na czynniki pierwsze wynika, ze opisane
kodowanie jest jednoznaczne.

O tym, jak Herakles walczyt z hydra, |
czyli o niezupelnosci arytmetyki raz jeszcze

Dr Roman MURAWSKI

W 1931 r. 26-letni nadwczas matematyk i logik wiedenski Kurt Gédel opublikowat
liczaca niewiele ponad 20 stronic prace, ktéra miala okazac sie jedna

z najwazniejszych prac w'zakresie podstaw matematyki. Udowodnit w niej, Ze
system arytmetyki Peano, ktory, jak wierzono, jest adekwatng aksjomatyzacja
teorii liczb, jest niezupelny. W ten sposob okazato sig, ze programu Hilberta
aksjomatyzacji matematyki nie da si¢ zrealizowac.

Godel za pomoca bardzo przemyslnej metody, zwanej dzi§ metoda arytmetyzacji
lub gbdelizacji, wykorzystujac pewne znane juz od staroZytnosci paradoksy
(doktadniej paradoks kiamcy) zbudowal zdanie, o ktérym udowodnil, Ze jest
prawdziwe (tzn. stwierdza prawdziwe fakty o liczbach naturalnych), ale jest
niezalezne od arytmetyki Peano. Oznacza to, ze zdania tego nie mozna ani
udowodnic, ani obali¢ na gruncie aksjomatow Peano.Nie pomoze teZ nic
dofaczenie tego zdania jako nowego aksjomatu, bo wtedy takze znajdzie si¢ nowe
zdania nierozstrzygalne (na gruncie tej silniejszej juz teorii). Nigdy wigc nie uda sig
zbudowaé systemu sformalizowanego, ktéry dowodzitby wszystkich zdan
prawdziwych i tylko zdan prawdziwych o liczbach naturalnych. A zatem program
Hilberta jest nierealizowalny.

Wynik Godla pozostawial jednak jeszcze pewien cien nadziei i nie przekreslal
definitywnie zamiaréw Hilberta. Ot6z zdanie znalezione przez Gédla mowilo

co prawda w ostatecznym rozrachunku o liczbach naturalnych, bylo jednak
bardzo sztuczne z punktu widzenia ,,normalnego” (tzn. nie zajmujacego si¢ logika
i podstawami matematyki) matematyka. Mozna byé prawie pewnym, Ze specjalista
od teorii liczb nigdy w swych badaniach na takie zdanie nie natrafi i nigdy nie bgdzie
pytal, czy wiasnosci liczb naturalnych, o ktorych méwi to zdanie, istotnie maja
miejsce. Nadal wiec mozna bylo mie¢ nadzieje, ze wszystkie sensowne

i matematycznie interesujace zdania o liczbach naturalnych dadza sig¢ rozstrzygna¢
w systemie arytmetyki Peano. Niepokojaca jest tu oczywiscie niejasnos¢ okreslenia
,,sensowny i matematycznie interesujacy”, ale w praktyce sprawa okazuje sig
znacznie prostsza i matematycy sa na ogot zgodni co do tego, czy dany problem
lub dany wynik sg sensowne | matematycznie interesujace.

Stan takiej niepewnosci co do ostatecznych losow programu Hilberta trwal dosé
dtugo. Dopiero w 1977 r. udalo si¢ pokazaé, Ze nawet ograniczenie si¢ do zdan
sensownych i matematycznie interesujacych nie moze uratowac programu
formalistow. Otéz w tym wiasnie roku J. Paris z Uniwersytetu w. Manchesterze
podat przyklad zdania, ktore mialo tres¢ kombinatoryczna, bylo prawdziwe, ale
niezalezne od arytmetyki Peano. Co wigcej, Paris wynalazl nowa metode
uzyskiwania takich przykitadéw, ktére po opublikowaniu jego pracy (a nawet
jeszcze wezesniej, gdyz wiesé o jego wyniku rozniosta sig lotem blyskawicy wsrod
logikéw, a odbitki jego pracy zaczely krazyé z rak do rak) zaczely si¢ mnozyc.

Tak wigc w 46 lat po wyniku Gddla pokazano, Ze sa zdania sensowne
i matematycznie interesujace, ktére sa prawdziwe, ale niezalezne od aksjomatéw
Peano. Ostatnie wigc nadzieje uratowania programu Hilberta upadty.

Ciagle jednak jeszcze bylo pewne ,,ale”. Zdanie Parisa nie mialo mianowicie

tresci czysto teorioliczbowej. Mowito ono co prawda o liczbach naturalnych,

ale ostatecznie traktowato o skoriczonych zbiorach tych liczb, a wiec mialo tres¢
kombinatoryczng. Wkrétce jednak usunigto i to ,,ale”. Jesienig 1981 r. L. Kirby

i J. Paris podali bowiem przykiad zdania, ktdre mialo juz tres¢ czysto
teorioliczbowa, ktére jest prawdziwe, ale ktérego nie mozna udowodni¢ na gruncie
aksjomatéw Peano.

Opiszemy teraz zdanie Kirby’ego-Parisa. Niech dane beda dwie liczby naturalne
m, n, przy czym n > 1. Zdefiniujemy reprezentacje liczby m przy zasadzie n
nastepujgco. Najpierw napiszemy liczbg m jako sume poteg liczby n. Np. jezeli
m = 266, n = 2, to mamy 266 = 2°%+2%+2!..To samo robimy teraz z kazdym
z wyktadnikow tak dlugo, jak tylko jest to mozliwe. W naszym przykiadzie

otrzvmamy ostatecznie: 266 = 222+t 4 o241 L o1,
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Rys. 3. Niech Czytelnik sam przekona sie
o §miertelnosei pierwszych hydr. Zwracamy
jednoczeinie uwage, ze istnienie strategii
zwycieskiej dla dowolnej hydry mozna dosé

latwo udowodni¢ — dowdd w numerze (Red.).

Zdefiniujemy teraz liczbg G,(m). Jezeli m = 0, to niech G,(m) = 0. Jezeli m # 0,
to niech G,(m) bedzie liczba otrzymang®przez zastgpienie n w reprezentacji liczby m
przy zasadzie n przez liczbe n+1 i odjecie 1. Np. G,(266) = 33°*' 433+142,
Nastepnie definiujemy pewien cigg liczb naturalnych m;, (zwany ciagiem Goodsteina
od nazwiska logika angielskiego, ktory juz w 1944 r. badal takie ciagi).
Kladziemy mianowicie: my = m, m; = Gy(mg), my = Ga(m,), my = Gy(m,),...

W naszym przyktadzie mamy:

my = m = 266 = 227" 42241491,
my = Gy(mg) = 33*"" +33+1 42 10%,
my = Gs(my) = 4%**' 44341 4 1% 1081,
my = Gy(my) = 5°°7" 455+1 x 1010000,
te = Gs(my) = 65°7 1 +5.65+5.654+5-6*+5-6345-6+5-6+ 5~ 10200000

Widzimy wige, Ze wyrazy ciggu m, rosna nicbywale szybko. Okazuje si¢ jednak,

ze prawdziwy jest nastgpujacy, nieprawdopodobny na pierwszy rzut oka, fakt—otoz

dla dowolnej liczby m, czyli niezaleznie od tego, od jakiej liczby zaczniemy

budowac cigg Goodsteina, istnieje taki wskaznik &, ze m; = 0. Udowodnil to

w 1944 r, wlasnie Goodstein. W jego dowodzie wykorzystane sg pewne wlasnosci

liczb porzadkowych. Czy da si¢ ten fakt udowodni¢ rowniez w arytmetyce Peano?

Odpowiedz brzmi nie! Kirby i Paris udowodnili wlasnie, ze zdanie: (/\\/(m; = 0))
5 m k

jest nierozstrzygalne na gruncie arytmetyki Peano. Dowdd tego faktu jest
oczywiscie bardzo trudny i wykorzystuje pewne wlasnosci tzw. modeli
niestandardowych arytmetyki Peano, jak i pewne wlasnosci liczb porzadkowych.
Dodajmy tylko, Zze miejsca k, na ktorych zeruja sag ciggi Goodsteina, sg
mewyobraialme dalekie. MoZna np. pokaza¢, Ze cigg zaczyn.tjqcy sig od llczby 4
zeruje si¢ dopiero na miejscu o numerze 3 - 2402633211 3¢5 réwna sig okolo
10121000000 (noréwnajmy to z liczba atomow we Wszechéwiecie, ktérg

szacuje si¢ na 10%9).

Za pomoca metod uzytych przez Kirby'ego i Parisa do dowodu
nierozstrzygalnosci wyZej opisanego zdania mozna tez wykaza¢ nierozstrzygalnosé
w arytmetyce Peano innego zdania, ktore zwigzane jest z mitologia (to wyjasnia tytul
artykulu) Otéz, jak pamictamy, Herakles po zabiciu, w napadzie szatu, zony

i dzieci, odzyskat rozum i udat si¢ do wyroczm delf:ckle_] po radg, jak ma
odpokutowaé swa zbrodnig. Pytia kazala mu is¢ do Myken i zaciagna¢ sie

na stuzbe u kréla Eurysteusa. Tam miat wykona¢ dia niego 12 prac. Eurysteus
polecil mu m.in. zabi¢ hydre lernejska. Jak wygladal ten potwor? Matematyka

i tu przychodzi nam z pomoca. Mozemy ja sobie wyobrazi¢ jako bestig
przypominajaca ksztaltem cos, co w matematyce nazywa si¢ drzewem
skonczonym (rys. 1).

Walka migdzy Heraklesem a hydra przebiega teraz nastgpujgco. W kazdym kroku
tej walki Herakles odcina hydrze jedng glowe. Na miejscu odcigtej glowy wyrasta
nowa wedlug nastepujacej zasady: jesli w kroku n-tym (czyli n-tym cigciem miecza)
Herakles odcial jakas glowe, to z wezla odleglego o jeden segment od glowy ucigtej
wyrasta n kopii tej czesci hydry, ktéra po odcigciu glowy znajduje si¢ powyzej
wezla osiggnigtego przez cofnigcie si¢ o jeden segment (rys. 2).

Herakles zwycigzy, jesli po pewnej skonczonej liczbie krokéw, czyli cigé mieczem,
z hydry zostanie tylko tutéw. Oczywiscie moze on odcina¢ glowy w dowolnej
kolejnosci. Strategia nazwiemy funkcje okreslajacg, ktéra glowg ma odciaé

na danym etapie walki z hydrg, a strategia zwycieskg nazwiemy taka strategig,
ktéra pozwala Heraklesowi wygraé z kazda hydra. Otoz okazuje sig, ze kazda
strategia jest dla Heraklesa st-ategia zwycigska, czyli ucinajac glowy dowolnej
danej hydrze w jakikolwiek sposéb Herakles zawsze, zwycigZy!

" Popatrzmy na te walke jeszcze troche inaczej. Hydre mozemy zakodowaé

za pomocg liczby naturalnej (matematyk-okazuje si¢ wigc mie¢ jeszcze wigksza
przewage nad hydra niz Herakles, moZe ja bowiem zredukowa¢ do zwyklej
pojedynczej niegroznej liczby!). To pozwoli nam mowié o walce Heraklesa z hydra
w jezyku arytmetyki Peano. Nie mozemy, niestety, méwi¢ w tym jezyku

o dowolnych strategiach, ale mozemy mowié o strategiach efektywnych (dajacych
si¢ zakodowac). Rozwazmy zatem zdanie ,,Kazda strategia efektywna jest
zwycigskg dla Heraklesa”. Jest ono oczywiscie stabsze od zdania gloszacego,



ze kazda strategia jest zwycigska, o ktérym to zdaniu wiemy juz, Ze jest

prawdziwe. Ot6Z okazuje sig, Ze nawet tak oslabionego stwierdzenia nie potrafimy
rozstrzygnac na podstawie aksjomatow Peano. Arytmetyka Peano jest wige za slaba,
by dowodzi¢ pewnych, skadinad prawdziwych, faktéw dotyczacych walki

Heraklesa z hydra. Gdyby wiec nasz umyst funkcjonowat na takiej samej zasadzie,
na jakiej dowodzi si¢ twierdzenn w systemie Peano, to nigdy bysmy si¢

nie dowiedzieli, czy Heraklesowi udato si¢ pokona¢ hydre czy nie.

Opusémy jednak uroczy $wiat mitologii i wroémy jeszcze na chwile do matematyki.
Znalezienie przykladow zdan sensownych i interesujacych z matematycznego
punktu widzenia, a niezaleznych od arytmetyki Peano ma oprocz pokazania
catkowitej nierealizowalnosci programu Hilberta inne jeszcze, tym razem
pozytywne znaczenie. Wzmacnia ono mianowicie nadzieje na to, ze za pomoca
tych nowych metod, ktére pozwalaja dowodzi¢ niezaleznosci od arytmetyki Peano
pewnych konkretnych zdan o tresci teorioliczbowej, uda si¢ rowniez powiedzie¢
co$ np. o wielkim twierdzeniu Fermata czy innych wielkich, a otwartych jak dotad
problemach teorii liczb. MozZe sa one niezalezne od arytmetyki Peano i do ich
rozstrzygnigcia uzywac trzeba silniejszych srodkdw niz te, ktdre sa dostepne

w elementarnej teorii liczb? A czy sq one rozstrzygalne na gruncie teorii mnogosci?
Czy tez sa od niej niezalezne? Pozytywna odpowiedZ na ostatnie pytanie,

tzn. pokazanie ich nierozstrzygalnosci w teorii mnogosci byloby wynikiem

o wielkiej doniostosci filozoficznej. Dowodzitoby bowiem ich absolutnej
nierozstrzygalnosci, tzn. nierozstrzygalnosci za pomocg jakichkolwiek metod

i srodkéw dostepnych w matematyce.

i1 Zadania

Redaguje mgr Krzysztof S. NOWINSKI

M 365. Wykazac, ze jezeli éciany czworoscianu majg rowne pola. to sg trojkgtami
przystajacymi.
Rozwiazanie na str. 3

M 366. Znalezé 100 cyfr liczby (7+ y/ @mu nastepujacych po przecinku.
Rozwigzanie na str. 3

I _ ’ . M 367. Obliczy¢ sume
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([a) oznacza czeic calkowila a, czﬁl?'najwiqksza liczbg catkowita mniejsza lub rowng a).
Rozwiazanie na str. 2

Redaguje mgr Tomasz TRATKIEWICZ

F 153. W zamknigtym naczyniu umieszczonym w prozni znajduje sig mieszanina czgsteczek tlenu
i tej samej liczby czasteczek helu. Jaki jest sklad gazu wyplywajacego z naczynia w chwile
po zrobieniu w $ciance niewielkiego otworu?

Rozwigzanie na str. 16
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