
Arytmetyka Peano nazywamy system

sformalizówany oparty na aksjomatach

podanych przez wloskiego matematyka
Giuseppe Peano w l889 r. Uzywajac

wspólczesnej symboliki mozemy je zapisac

nastepujaco: (S(x) nalezy traktowac jako

liczbe naturalna nastepna pox, tzn. x+ I):

S(x) = S(y) --+ X = y,

0# S(x),

x+o = x,

x+S(y) = S(x+y).

X'O = O,

x·S(y)=x·y+x.

(9'(0) & 1\ (q>(x) --+ q>(S(x)))) --+ 1\ q>(x).
x x

Ostatni aksjomat, zwany aksjomatem indukcji,
jest schematem nieskonczenie wielu
aksjomatów - dla kazdej formuly q>(x)
jezyka arytmetyki J'eano otrzymujemy jeden
aksjomat.

/

W arytmetyce Peano mozemy mówic
o zbiorach skonczonych iiczh naturalnych

dzieki metodzie kodowania. Majac bo~iem
dany zbiór X = {a" ... , a.l gdzie al jest
liczba naturalna oraz al < ... < ant mozemy

go jednoznacznie zakodowac. za pomoca

liczby naturalnej (p~"'" .p~.), gdzie P, jest

i-ta liczba pierwsza. Liczbe te nazywamy
kodem zbioru X. Z twierdzenia

o jednoznacznosci rozkladu liczb naturalnych

na czynniki pierwsze wynika, ze opisane
kodowanie jest jednoznaczne.

o tym, jak Herakles walczyl z hydra,
czyli o niezupelnosci arytmetyki raz jeszcze

Dr Roman MURA WSKI

W 1931 r. 26-letni naówczas matematyk i logik wiedenski Kurt Godel opublikowal
liczaca niewiele ponad 20 stronic prace, która miala okazac sie jedna
z najwazniejszych prac wizakresie podstaw matematyki. Udowodnil w niej, ze
system arytmetyki Pean o, który, jak wierzono, jest adekwatna aksjomatyzacja
teorii liczb, jest niezupelny. W ten sposób okazalo sie, ze programu Hilberta
aksjomatyzacji matematyki nie da sie zrealizowac ..

Godel za pomoca bardzo przemyslnej metody; zwanej dzis metoda arytmetyzacji
lub godelizacji, wykorzystujac pewne znane juz od starozytnosci paradoksy
(dokladniej paradoks klamcy) zbudowal zdanie, o którym udowodnil, ze jest
prawdziwe (tzn. stwierdza prawdziwe fakty o liczbach naturalnych), ale jest
niezalezne od arytmetyki Peano. Oznacza to, ze zdania tego nie mozna ani
udowodnic, ani obalic na gruncie aksjomatów Peano.Nie pomoze tez nic
dolaczenie tego zdania jako nowego aksjomatu, bo wtedy takze znajdzie sie nowe
zdania nierozstrzygalne (na gruncie tej silniejszej juz teorii). Nigdy wiec nie uda sie
zbudowac systemu sformalizowanego', który dowodzilby wszystkich zdan
prawdziwych i tylko zdan prawdziwych o liczbach naturalnych. A zatem program
Hilberta jest nierealizowalny.

Wynik Godla pozostawial jednak jeszcze pewien cien nadziei i nie przekreslal
definitywnie zamiarów Hilberta. Otóz zdanie znalezione przez Godla mówilo·
co prawda w ostatecznym rozrachunku o liczbach naturalnych, bylo jednak
bardzo szt~czne z punktu widzenia "normalnego" (tzn. nie zajmujacego sie logika
i podstawami matematyki) matematyka. Mozna byc prawie pewnym, ze specjalista
od teorii liczb nigdy w swych badaniach na takie zdanie pie natrafi i nigdy nie bedzie
pytal, czy wlasnosci liczb naturalnych, o których mówi to zdanie, istotnie maja
miejsce. Nadal wiec mozna bylo miec nadzieje, ze wszystkie sensowne

. i matematycznie interesujace zdania o liczbach naturalnych dadza sie ro~strzygnac
w systemie arytmetyki Peano. Niepokojaca jest tu oczywiscie niejasnosc okreslenia
"sensowny i matematycznie interesujacy", ale w praktyce sprawa okazuje sie
znacznie prostsza i matematycy sa na ogól zgodni co do tego, czy dany problem
lub dany wynik sa sensowne i matematycznie interesujace.

Stan takiej niepewnosci co do ostatecznych losów programu Hilbcrta trwal dosc
dlugo. Dopiero w1977 r. udalo sie pokazac, 'ze nawet ograniczenie sie 'do zdan
sensownych i matematycznie interesujacych nie moze uratowac programu
formalistów. Otóz w tym wlasnie roku J. Paris z Uniwersytetu w.Manchesterze
podal przyklad zdania, które mialo tresc kombinatoryczna, bylo prawdziwe, ale
niezalezne od arytmetyki Peano. Co wiecej, Paris wynalazl nowa metode
uzyskiwania takich przykladów, /<tóre po opublikowaniu jego pracy (a nawet
jeszcze wczesniej, gdyz wiesc o jego wyniku rozniosla sie lotem blyskawicy wsród
logików, a odbitki jego pracy zaczely krazyc z rak do rak) zaczely sie mnozyc.

Tak wiec w 46 lat po wyniku Godla pokazano, ze sa zdania sensowne
i matematycznie interesujace, które sa p~awdziwe, ale niezalezne od aksjomatów
Peano. Ostatnie wiec nadzieje uratQwania programu Hilberta upadly.

Ciagle jednak jeszcze bylo pewne "ale". Zdanie Parisa nie mialo mianowicie
tresci czysto teorioliczbowej. Mówilo ono co prawda o liczbach naturalnych,
ale ostatecznie traktowalo o skonczonych zbiorach tych liczb, a wiec mialo tresc
kombinatoryczna. Wkrótce jednak usuni~lo i to "ale". Jesienia1'981 r. L. Kirby
i J. Paris podali bowiem przyklad zdania, które mialo juz tresc czysto
teorioliczbowa, które jest prawdziwe, ale którego nie mozna udowodnic na gruncie
aksjomatów Peano.'

Opiszemy teraz zdanie Kirby'ego-Parisa. Niech dane beda dwie liczby naturalne
m, n, przy czymn > l. Zdefiniujemy reprezentacje liczbym przy zasadzien
nastepujaco. Najpierw napiszemy liczbem jako sume poteg liczbyn. Np. jezeli
m = 266,n = 2, to mamy 266= 28+23+21.To samo robimy teraz z kazdym
z wykladników tak dlugo, jak tylko jest to mozliwe. W naszym przykladzie
otrzymamy ostatecznie: 266= 222+1+22+1+21•
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Rys. J. MatematYCI.na h)dra lcrr.ejska

po l-szym cieciu mieczem

po 2-gim cieciu mieczem

po Jcim cieciu mieczem

Rys. 2. PicrwsLC: ciosy mi~clem; strlalka

wskazuje. która glowe ucina Herakles; linia

przerywana zaznaczone sa swiezo wyrosle
fragmenty.

v
Rys. 3. Niech Czytelnik sam pu:ekona. si~
o smiertelnosci pierwszych hydr. Zwracamy

jednoczesnie uwage, zeistnienie strategii

zwycieskiej dla dowolnej hydry mozna dosc

latwo udowodnic - dowód w numerze (Red.).

Zdefiniujemy teraz liczbeGn(m). Jezelim = O, to niech Gn(m) = O. Jezelim i= O,

to niech Gn(m) bedzie liczba otrzymana~przez zastapienien w reprezentacji liczbym
przy zasadzien przez liczben+ l i odjecie 1. Np. G2(266) = 333+1 + 33+1 +2.
Nastepnie definiujemy pewien ciag liczb naturalnychtnk (zwany ciagiem Goodsteina
od nazwiska logika angielskiego, który juz w 1944 r. badal takie ciagi).
Kladziemy mianowicie:mo = m, mI = G2(mo), tn2 = G3(ml), tn3 = G4(tn2),'"
W naszym przykladzie mamy:

mo = m = 266 = 222+1+22+1+21,

mI = G2(mo) = 333+1 +33+1 +2;:::;1036,
~J

m2 = G3(tn1) = 444+1+44+1+1;:::; 10616,

m3 = G4(m2) = 555+1 +55+1;:::; 1010000,

tn4 = G5(m3) =.666+1+5.66+5.65+5.64+5.63+5.62+5.6+5;:::; 1020o~oo, ...

Widzimy wiec, ze wyrazy ciagumk rosna niebywale szybko. Okazuje sie jednak,
ze prawdziwy jest nastepujacy, nieprawdopodobny na pierwszy rzut oka, fakt-otóz
dla dowolnej liczbym, czyli niezaleznie od tego, od jakiej liczbizaczniemy
budowac ciag Goodsteina, istnieje taki wskaznikk, zemk = O. Udowodnil to
w 1944 r. wlasnie Goodstein. W jego dowodzie wykorzystane sa pewne wlasnosci
li(i;zbporzadkowych. Czy da sie ten fakt udowodnic równiez w arytmetyce Peano?
Odpowiedz brzmi nie! Kirby iParis udowodnili wlasnie, ze zdanie: (/\V(tnk = O»

, m k

jest nierozstrzygalne na gruncie arytmetyki Peano. Dowód tego faktu jest
oczywiscie bardzo trudny i wykorzystuje pewne wlasnosci tzw. modeli
niestandardowych arytmetyki Peano, jak i pewne wlasnosci liczb porzadkowych.
Dodajmy tylko, ze miejscak, na których zeruja sie ciagi Goodsteina, sa
niewyobrazalnie dalekie. Mozna np. pokazac, ze ciag zaczynajacy sie od liczby 4
zeruje sie dopiero na miejscu o numerze3 . 2402653211 - 3,co równa sie okolo
10121000000(porównajmy to z liczba atomów we Wszechswiecie, która
szacuje sie na1080).

Za pomoca metod uzytych przez Kirby'ego i Parisa do dowodu
nierozstrzygalnosci wyzej opisanego zdania mozna tez wykazac nierozstrzygalnosc
w arytmetyce Peano innego zdania, które zwiazane jest z mitologia (to wyjasnia tytul
artykulu). Otóz, jak pamietamy, Hera.kles po zabiciu, w napadzie szalu, zony
i dzieci, odzyskal rozum i udal sie do wyroczni delfickiej po rade, jak ma
odpokutowac swa zbrodnie. Pytia kazala mu isc do Myken i zaciagnac sie
na sluzbe u króla Eurysteusa. Tam mial wykonac dla niego 12 prac. Eurysteus
polecil mu m.in. zabic hydre lernejska. Jak wygladal ten potwór? Matematyka
i tu przychodzi nam z pomoca. Mozemy ja sobie wyobrazic jako bestie
przypominajaca ksztaltem cos, co w matematyce nazywa sie drzewem
skonczonym (rys. 1).

Walka miedzy Heraklesem a hydra przebiega teraz nastepujaco. W kazdym kroku
tej walki Herakles odcina hydrze jedna glowe. Na miejscu odcietej glowy wyrasta
nowa wedlug nastepujacej zasady: jesli w krokun-tym (czyli n-tym cieciem miecza)
Herakles odcial jakas glowe, to z wezla odleglego o jeden segment od glowy ucietej
wyrasta n kopii tej czesci hydry, która po odcieciu glowy znajduje sie powyzej
wezla osiagnietego przez cofniecie sie o jeden segment (rys. 2).

Herakles zwyciezy, jesli po pewnej skónczonej liczbie kroków, czyli ciec mieczem,
z hydry zostanie tylko tulów. Oczywiscie moze on odcinac glowy w dowolnej
kolejnosci. Strategia nazwiemy funkcje okreslajaca, która glowe ma odciac
na danym etapie walki z hydra, a strategia zwycieska nazwiemy taka strategie,
która pozwala Heraklesowi wygrac z kazda hydra. Otóz okazuje sie, ze kazda
strategia jest dla Heraklesa st~ategia zwycieska, czyli ucinajac glowy dowolnej
danej hydrze w jakikolwiek sposób Herakles zawsze.zwyciezy!

. Popatrzmy na te walke jeszcze tr9che inaczej. Hydre mozemy zakodowac
za pomoca liczby naturalnej (matematyk-okazuje sie wiec miec jeszcze wieksza
przewage nad hydra niz Herakles, moze ja bowiem zredukowac do zwyklej
pojedynczej niegroznej liczby!). To pozwoli nam mówic o walce Heraklesa z hydra
w jezyku arytmetyki Peano. Nie mozemy, niestety, mówic w tym jezyku
o dowolnych strategiach, ale mozemy mówic o strategiach efektywnych (dajacych
sie zakodowac). Rozwazmy zatem zdanie "Kazda strategia efektywna jest
zwycieskl}.dla Heraklesa". Jest ono oczywiscie slabsze od zdania gloszacego,
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ze kazda strategia jest zwycieska, o którym to zdaniu wiemy juz, ze jest
prawdziwe. Otóz okazuje sie, ze nawet tak oslabionego stwierdzenia nie potrafimy
rozstrzygnac na podstawie aksjomatów Peano. Arytmetyka Peano jest wiec za slaba,
by dowodzic pewnych, skadinad prawdziwych, faktów dotyczacych walki
Heraklesa z hydra. Gdyby wiec nasz umysl funkcjonowal na takiej samej zasadzie,
na jakiej dowodzi sie twierdzen w systemie Pean o, to nigdy bysmy sie
n!e dowiedzieli, czy HeEaklesowi udalo sie pokonac hydre czy nie.

Opuscmy jednak uroczy swiat mitologii i wrócmy jeszcze na chwile do matematyki.
Znalezienie przykladów zdan sensownych i interesujacych z matematycznego
punktu widzenia, a niezaleznych od arytmetyki Peano ma oprócz pokazania
calkowitej I1ierealizowalnosci programu Hilberta inne jeszcze, tym razem
pozytywne znaczenie. Wzmacnia ono mianowicie nadzieje na to, ze za pomoca
tych nowych metod, które pozwalaja dowodz.ic niezaleznosci od arytmetyki Peano
pewnych konkretnych zdan o tresci teorioliczbowej, uda sie równiez powiedziec
cos np. o wielkim twierdzeniu Fermata czy innych wielkich, a otwartych jak dotad
problemach teorii liczb. Moze sa one niezalezne od arytmetyki Pean o i do ich
rozstrzygniecia uzywac trzeba silniejszych srodków niz te, które sa do~tepne
w elementarnej teorii liczb? A czy sa one rozstrzygalne na gruncie teorii mnogosci?
Czy tez sa od niej niezalezne? Pozytywna odpowiedz na ostatnie pytanie,
tzn. pokazanie ich nierozstrzygalnosci w teorii mnogosci byloby wynikiem
o wielkiej donioslosci filozoficznej. Dowodziloby bowiem ich absolutnej
nierozstrzygalnosci, tzn. nierozstrzygalnosci za pomoca jakichkolwiek metod
i srodków dostepnych w matematyce.

Zadania

Redaguje mgr Krzysztof S. NO WINSKl

M 365. Wykazac, ze jezeli sciany czworoscianu maja równe pola, to sa trójkatami
przystajacymi.
Rozwiazanie na str. 3

M 366. Znalezc 100 cyfr liczby (7+ J!56) 100 nastepujacych po przecinku.
Rozwiazanie na str. 3

M 367. Obliczyc sume

~+ [n;,']+ ...+ [:;.~'] + ...
([a] oznacza czesc calkowitaa, czyli najwieksza liczbe calkowita mniejsza lub równaa).
Rozwiazanie na str. 2

Redaguje mgr Tomasz TRATKlEWlCZ

F 153. W zamknietym naczyniu umieszczonym w prózni znajduje sie mieszanina czasteczek tlenu
i tej samej liczby czasteczek helu. Jaki jest sklad gazu wyplywajacego z naczynia w chwile
po zrobieniu w sciance niewielkiego otworu?
Rozwiazanie na str. 16
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