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CzoXéwka ligil zadaniowe] "Klub 44"
po uwegladnieniu ocen roswigzafh
zadar = numeru 12/1983
Magorsata Czerniakowska—Gdadisk 47,47Tpkt
Aztur Smolczyk - Tarnfw Op. 45,68pkt
Jerzy Janowics - Boleslawlec43,48pkt

Tomass Rawlik - Gliwice 43,07pkt
Jacek Uryga - Bytom 42,Tepkt
Wiodzimierz Ssymoeyk-Zielonka  38,56pkt
Jergy MaTopolski =~ Krakdw 37,82pkt
Wojoiech Olagewski - Erwindw 36,49pkt

WepéXezynniki trudnodel szadad 70, 71, 72:

2,28 3,15 1,31

% radoscis i bardso serdecsznie witamy

w nasgym Eluble plerwszg Panis.

W chwill obecnej Klub 44 liczy szesnastu
czZonkéw - & raczej: szesnadcioro.
Numery 15 4 16 - to pani Czerniakowska

i pan Smoleczyk.

Liga zadaniowa Wydzialu Matematyki, Informatyki i Mechaniki
Uniwersytetu Warszawskiego 1 Redakcji ,,Delty™
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Klub 44

Redaguje dr Marcin E. KUCZMA

Skrot regulaminu

Kaidy moze nadsyla¢ rozwigzania zadan z numeru n w terminie do konca miesigca n+ 2, Szkice rozwigzan
samieszesamy w nr n+4, Mpzna nadsylaé rozwigzania trzech, dwach lub jednego zadania (kaide na oddzielnej kartee),
moina to robié co miesige lub z dowolnymi przerwami. Oceniamy zadania w skali od 0 do | z dokladnoscia do 0,1.
Oceng mnozymy przez

suma ocen za igzania g
liczba osob, ktore nadestaly choé jedno rozwigzanie z numeru

4-3

i tyle punktéw otrzymuje nadsylajacy. Po zgromadzeniu 44 punktdw (w dowolaym cezasie) zostaje on czlonkiem Kilubu
a nadwyzka punktow jest zaliczana do ponownego udzialu. Trzykrotne czlonkostwo — to tytul Weterara.
Szczegdlowy regulamin zostal wydrukowany w nr 1/1984,

Rozwigzania zadan z numeru 2/1984

Przypominamy tres¢ zadan:

76. Dany jest kwadrat o boku a. Poprowadzic dwie proste rownolegle w odieglosci rownej

zadanej licz by cagsc kwadrs fzy nimi miala maksymalne pole.

to pole
77. a jest najwicksza liczba czesci, na ktore 20 okregow moze podzielic sfere?
n=1 1 ;. r.--‘l 1
78. Dowiesé, 26 » ———= M — dameW n=2
= kin -k n =k

76. Przy ustalonym kierunku prostych, ﬂgraniczajacych'pas o

o szerokosci d, pas ten zakryje najwigksza czes¢ kwadratu 4BCD,

gdy $rodek O tego kwadratu bedzie lezal w polowie odleglosci
migdzy prostymi; dostrzegamy to, przesuwajac caly pas
rownolegle z polozenia, gdy kwadrat lezy w calosci po jednej
stronie tego pasa, do potozenia, gdy znajdzie si¢ po drugiej jego
stronie. Wystarczy wigc ograniczy¢ uwage do prostych
przebiegajgcych w odleglodci‘d/2 od punktu O. Dalej, mozna
zalozyé, 7ze pas # przykrywa pewne dwa przeciwlegle
wierzcholki kwadratu (np. 4 i C) — w przeciwnym razie sytuacja
wyglada jak na rysunku | i obracajgc pas 2 wokol punktu O az
do napotkania wierzcholkoéw A i C zwiekszamy pole czesci
zakrylej przez 7.

o o
/ 0
A
/
OP=t 0Q=d/2
Po=\12-a%/'
Rys. 1 . Rys, 2

Przyjmijmy oznaczenia jak na rysunku 2. PoloZenie ,,gérnej™

prostej ograniczajgcej pas & jest wyznaczone (z dokladnoscia do
symetrii wzgledem przekatnej BD) przez jej punkt przecigcia z 13
przekatna, czyli punkt P. Przyjmijmy wiec za zmienng odlegloéé

149

OP = ¢. Zakres zmiennosci 1 : od d/2 (gdy pas jest rownolegly
do przekatnej AC) do T = ad/)/4a*—2d* (skrajnej wartosei, przy
ktorej pas & jeszcze przykrywa punkt C).

Naszym zadaniem jest zmaksymalizowa¢ pole czworokata ACYX,
czyli zminimalizowac pole trojkata DXY. WprowadZzmy
oznaczenia: OX’ = x, OY' = y, OZ = z. Wowczas XX’ = AX' =
= aly2—x, YY' = CY’ = a/y/2—y. Zachodza proporcje

XX ZX' =YY :ZY' = PO : 20 = PQ : 00, ktore

w terminach symboli ¢, x, y, z przybieraja postac

aVi-x _ aVi-y 1 JP=aR
z4+x z—y z dj2

‘Otrzymany uklad pozwala wyrazi¢ x, y, z przez t. Dostajemy:
_ d(aly2-1) _ daly2-1)

Pole trojkata DXY roéwna sig

| | _ N da/i-n
30X DY = —(Y20x)(30v) =y = V2T

Oznaczmy to wyrazenie przez f(z). Pochodna f'(t) rowna sig zeru
dla 1 = to = d?/(y/2a), jest dodatnia dla r > o, ujemna dla

1 < ty. Nalezy teraz sprawdzic, czy wartosc 1, nalezy do
dziedziny f, czyli do przedziatu I = {d/2, T"). Nierownosc o < T,
covlidyda®-2d* < ﬁa’ , jest spelniona automatycznie — jest
bowiem rownowazna nierownosci (@* —d?)* = 0. Zatem 1, moze
naleze¢ do I lub leze¢ na lewo od [:

1°Gdyd < aly'2, czyli gdy szerokos¢ pasa jest mniejsza od
polowy diugosci przekatnej kwadratu, wowczas to € [, funkcja /
jest w I rosnaca i przyjmuje minimum fy = (/2a—d)*/4 dia

t = d/2; odpowiada to ustawieniu pasa .2 rownolegle do
przekatnej kwadratu.



2°Gdyd>a “/ 2, wowczas /o € [ i funkcja f przyjmuje 77. Niech k, bedzie najwigksza liczba czgsci, na jakie n okregow
minimum fy, = (a®—d?)/4 dla ¢ = t,; odpowiada to ustawieniu moze podzieli¢ sfere. Przypusémy, ze mamy na sferze n+ 1

pasa & pod katem a = arccos(a,’]fid) do kierunku

przekatnej; nietrudno sprawdzi¢, ze punkty przeciecia krawedzi
pasa z brzegiem kwadratu sa wtedy tez wierzchotkami pewnego
kwadratu. W miarg, jak szeroko$¢ pasa wzrasta, kierunek
optymalnego uloZenia pasa ,,przekreca si¢” od kierunku
przekatnej do kierunku boku, jak to pokazuje rysunek 3.

okregow i wybierzmy jeden z nich. Pozostale n okregow dzieli
sfere na k czesci By, ..., By, k < k,. Wyrozniony okrag moze
mie¢ z tamtymi okregami najwyzej 2n punktdéw wspolnych.
Punkty te dziela go na m lukow, m < 2n. Kazdy z tych lukow
rozcina dokladnie jeden z obszarow B; na dwie czesci i w ten
sposob liczba obszarow wzrasta o m, czyli rowna sie k+m < k., +
+2n. Oszacowanie to jest stuszne dla dowolnego zbioru n+ 1
okregdw na sferze, a zatem Ak, < ko+2n. Jesli w powyzszym
rozumowaniu ograniczymy uwage do okrggow kol wielkich, to
wszystkie napisane nierownosci stang sie rownosciami, bo
&\ (n+ 1)-szy okrag musi wiedy przecia¢ kazdy z pozostalych n
okrggoéw w 2 punktach. Wynika stad wzor rekurencyjny

d<#‘% dg\f.% a=a kny1 = ka+2n. Poniewaz k, = 2, wigc przez indukcje
ky = n*—n+2.
Rys. 3 W szczegolnoscei kzo = 382,
.3 - . =l =T 1 1 %=
Maksymalna wartosc pola czgsci kwadratu przykrytej przez pas & 78 Z o) Z = (_ ) )8 o
rowna sie =i kin=k)y Zin\k  n-k no=y k
=7 {d(ﬁa—d;z) gdy d < aly2 i v =
a = Zlmin = . P =i
(a*4-d*)/2 gdy d = a;’ﬁ A e o

Jak zmierzy¢
~promien Ziemi
za pomocg zegarka?

W jednym z numerow czasopisma American Journal of Physics znalezliSmy opis bardzo prostej
metody zmierzenia promienia Ziemi. Do wykonania pomiaru nalezy posiada¢ zegarek

z sekundnikiem, znaé swoj wzrost oraz znaleZ¢ si¢ w bezchmurny. dzien nad catkowicie

spokojnym morzem (dwa ostatnie warunki szczegolnie trudno speini¢ nad Baltykiem).
Obserwujemy moment zachodu Slorica lezac na plazy. Kiedy wstaniemy, bedziemy mogli
zaobserwowac zachod Slorica po raz drugi. Znajomos¢ roznicy czaséw 7 migdzy dwoma
zaobserwowanymi zachodami pozwoli nam wyznaczy¢ promien Ziemi. Znajac czas T mozemy
wyznaczy¢ kat a (rys.) — tq"znaczy kat migedzy ostatnimi widzianymi promieniami obserwowanych
zachodow Stonca (czas T wynosi okolo 10 s, jest wiec dosé latwy do zmierzenia).

27
Mamy teraz a = Tr, gdzie T — czas trwania peinego obrotu Ziemi (doba),

V(R+h?*—R* oy ", ; -
—_——— , h— roznica wysokosci punktow obserwacji.

oraz sina = —_—
R+h i ~

- T . h oo S ;
Poniewaz F i 3 sa bardzo male, mozemy w przyblizeniu przyjac sin ¢ & o oraz

. 2 2h h (T2
2Rh+ h* = 2Rh, co daje—1 = —,skad R = ——1%
a4 R 2=\ T

Powyzsze rozumowanie odpowiada pomiarowi wykonanemu na rowniku w dniu réwnonocy.
Jesli obserwacii dokonujemy na szerokosci geograficznej ¢ i w dniu, w ktorym deklinacja Stofica
wynosi d (kat miedzy plaszczyzna réwnika i kierunkiem do Slonca), powinni$my wzor na R
zmodyfikowaé. Po analogicznych przyblizeniach otrzymujemy

hT?

2n* 13 (cos*p—sin?d)

Opisana metoda pozwala zmierzy¢ R z dokladnoscia do kilku procent. Whrew pozorom jednak
dokiadne wykonanie pomiaru nie jest takie proste, gdyz bardzo wiele czynnikdéw wprowadza
bledy systematyczne.

Dla tych, ktorzy znajda czas i odpowiednie warunki, oglaszamy konkurs na najlepiej wykonany
pomiar — opis powinien zawiera¢ podanie dokiadnej metody wyznaczenia v i h oraz dyskusje
wszystkich czynnikow powodujacych powstawanie bledow.

Wymieniamy przykiadowo kilka mozliwych problemow do przedyskutowania:

— trudnos¢ zmierzenia # od poziomu morza,
— dlugofalowe drganie powierzchni morza,
— wystgpowanie refrakcji astronomiczne;j.

Najciekawszy opis wydrukujemy.
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