
jak szeroka moze byc
wstega Mobiusa

Jesli dwa kola jakiejs maszyny zostana
polaczone pasem transmisyjnym w ksztalcie
wstegi Mobiusa, pas bedzie sie scieral
jednakowo po "obu stronach".
Firma Goodrich Company nabyla patent
na tego rodzaju zastosowanie wstegi Mobiusa:
U.S. Patent 2784834 12 marca 1957.

Katem miedzy odcinkamiKL i MN
lezacymi w przestrzeni nazywamy katKLN',
gdzie odcinekLN' powstaje przez
przesuniecie równolegle odcinkaMN.

-
Rozwiazanie zadania F 153.

Srednia energia kinetyczna czasteczek zalezy
) ... 3

tylko od temperaturyl Jest równa"2 kT
(k - stala Boltzmanna). Wynika stad równosc

1 l

2m1tJr = 2m2v~.

gdzie mb m] masy czasteczek,a Vi, V:z-
ich srednic predkosci. Masa czasteczki O2 jC3t

8 razy vliyksza niz masa He, a wiec srednio

predkosc czasteczki helu bedzie 2VI razy
wieksza niz czasteczki tlenu. Wobec tego

czasteczki helu beda 2Vi razy czesciej
uderzac w scianki, a takze wpadac w otwór.

Wstega M6biusa to sklejony prostokatny pasek papieru, którego konce przed sklejeniem
obrócilismy o 180° (rys. l).
Przypuscmy, ze pasek ma szerokosc 1. Jasne jest, ze im bedzie dluzszy, tym latwiej bedzie
otrzymac z niego wstege M6biusa. Naszym zadaniem jest wyznaczenie takiej liczbyA, ze przy
pasku dluzszym odA uda sie skleic wstege, a przy krótszym nie.

Wazne jest, czy wstega moze miec zagniecenia. Jesli sie na to zgodzimy, to rozwiazaniem bedzie
A = O. Wystarczy bowiem zlozyc pasek w harmonijke (parzysta liczbe razy), obrócic jeden koniet
o 180° i skleic odpowiednie punkty (rys. 2). Jesli nie chcemy miec zagniecen, odpowiedz jest inna

Pokazemy, zeA E [~ ' {3] -lepszego oszacowania nie znamy i dokladniejsze wyznaczenieA

wydaje sie byc dosyc trudne.
Powierzchnie, która mozemy uzyskac z plaskiej kartki papieru bez zagniatania, nazwijmy
powierzchnia rozwijalna. Jest to np. powierzchnia z rys. 3, walec, stozek. Nie bedziemy wchodzic
w szczególy klasyfikacji takich powierzchni - wymienimy tylko pewne, potrzebne nam dalej
wlasnosci. Sa one intuicyjnie oczywiste.
Odcinek, który lezy calkowicie na powierzchni i nie jest zawarty w zadnym dluzszym odcinku
o tej wlasnosci, nazywamytworzaca. Kazdy punkt powierzchni nie lezacy na jej brzegu jest
punktem wewnetrznym jakiejs tworzacej.
Punkt, który jest punktem wewnetrznym dwóch róznych tworzacych, nazywamypunktem

plaskim - pewne jego otoczenie jest bowiem plaskie.
Jesli punkt wewnetrzny powierzchni jest koncem pewnej tworzacej, to przechodzi przez niego
jedyna nie konczaca sie w nim tworzaca o koncach nalezacych do brzegu powierzchni. Oddziela
ona obszar plaski od nieplaskiego (w pewnym jej otoczeniu - rys. 3).

:n:

Pokazemy, ze jesli wstega M6biusa ma byc powierzchnia rozwijalna, toA ;;. -. Nawinmy
2 .

kilkakrotnie na wstege o dlugosciI i szerokosci l pasek papieru. Zaznaczmy na nim obszary
plaskie i tworzace wstegi na pozostalych obszarach. Po rozwinieciu otrzymamy wzór o okresie2/.

Co wiecej, druga polowa okresu powstaje z pierwszej przez przesuniecie oI i odbicie wzgledem
linii srodkowej (rys. 4). Dorysujmy tworzace przechodzace przez punkty plaskie tak, by przez
kazdy punkt przechodzila dokladnie jedna tworzaca i zostala zachowana wyzej opisana
okresowosc.

Dowolna tworzaca AB odbijmy wzgledem linii srodkowej i przesunmy0./. Otrzymamy
tworzaca CD, przy czym AC+BD = 2/. Przy nawijaniu na wstege Mobiusa odcinkiCD i BA

pokryja sie - a wiec odcinekAB tworzy z CD kat 180°. Jesli bedziemy przesuwac punktE od A

do C, to kat miedzy tworzacaEF (z narysowanej przez nas rodziny) aAB bedzie sie zmienial
w sposób ciagly od 0° do 180°. Dla ustalonegonwybierzmy takie tworzaceAkBk (k = l, ... , n-l),

k

by kat miedzy AB i AkBk byl równy -;; 18Jo (rys. 5). Oczywiscie kat miedzyAk_1Bk_1 i AkBk180° ~
nie jest mniejszy niz --.

n

Wykazemy, ze zadna z sumAkAH I +BkB.+l (gdzie Ao = A, Bo = B; An = C, Bn = D) nie jest
mniejsza oda2n - dlugosci boku 2n-kata foremnego wpisanego w okrag o promieniu l. Zalózmy,
ze AH ,BH I ,,; AkBk (rys. 6). Odcinek AkE jest przesunieciem równoleglym AH IBH 1,
AkF = Ak1l' = l (F E AkE, H E AkBk), GF II BkE (G E AkBk), luk BH tE jest przesunieciem
równoleglym luku AH lAk, Mamy (XY oznacza odleglosc punktówX i Y zmierzona po
zaznaczonym luku): A:A;. + I + B-;:B;.+1 = [i';u + B~+ I ;;. EBk ;;. FG ;;. FH;;. a2n.

180°
Ostatnia nierównosc wynika z tego, iz-1: F AkH;;. --.

n

A zatem 21 = AC+BD;;' n ·.a2n. Ale to ostatnie wyrazenie - polowa obwodu 2n-kata foremnego
:n:

- zbiega do polowy dlugosci okregu, czyli :n:.Mamy wiec zadana nierównoscI ;;. -.
2

Aby wykazac, iz ). ,,;y'3, wystarczy podac sposób sklejania wstegi z paska o dlugosci wiekszej
od y 3. Sposób ten jest przedstawiony na rysunkach 7 i 8.

Nic wiecej nie potrafimy powiedziec o liczbieA. Trudnosc polega na tym, iz we wstedze M6biusa
:n:

pasek nie moze przenikas; przez siebie, przecinac sie. Tymczasem w oszacowaniu -A ;;. -
. 2

nie korzystalismy z tego warunku. Co wiecej, jesli dopuscimy samo przecinanie sie, to z paska
:n: :n:

dluzszego od - uda sie skleic wstege. Aby pokazac, zeA > -, musimy wykorzystac polozenie2 2
wstegi w przestrzeni trójwymiarowej. Zadania tego typu sa zwykle bardzo trudne. Z drugiej

strony, aby wykazac, zeA < V3, trzeba znalezc nowa konstrukcje wstegi, co wydaje sie
nieprawdopodobne.

J. R.
(na podstawie artykulu w miesiecznikuKwant 1/1979).
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