Jak szeroka moze by¢
wstgga Mobiusa

Jesli dwa kola jakiejé maszyny zostana
polgczone pasem tr isyinym w ksztalci
wstegi Mabiusa, pas bedzie sig 4cieral
jednakowo po ,,0bu stronach".

Firma Goodrich Company nabyla patent

na tego rodzaju zastosowanie wstegi Mobiusa:
UL.S. Patent 2784834 12 marca 1957.

Katem migdzy odcinkami KL i MN
lezgeymi w przestrzeni nazywamy kat KLN',
gdzie odcinek LN’ powstaje przez

Pr igcie ré legle odcinka MN.

=

Roswigzanie zadania F 153,
Srednia energia kinetycznu czasteczek zaleiy

¢ i
tylko od temperntury i jest rowna 5 kT

(k — stala Boltzmanna). Wynika stad réwnoéc

—miv} = —mavl,

gdzie my, m; masy czasteczek.a vy, v —
ich srednie predkosci. Masa czasteczki Oy jest
8 razy wigksza niz masa He, o wige érednio
predkodé czgsteceki helu bedzie 22 razy
wigksza nii czasteczki tlenu. Wobec tego
czgsteczki helu bedy 2 /2 razy czeicicj

uderzac w Scianki, n takze wpadad w otwor

Wstega Maobiusa to sklejony prostokatny pasek papieru, ktorego konce przed sklejeniem
obrociliSmy e 180° (rys. 1).

Przypusémy, 7e pasek ma szerokos$¢ 1. Jasne jest, ze im bedzie dluzszy, tym latwiej bedzie
otrzymac z niego wstege Mobiusa. Naszym zadaniem jest wyznaczenie takiej liczby 4, ze przy
pasku diuzszym od A uda sie sklei¢ wstege, a przy krotszym nie.

Wazine jest, czy wsigga moze mie¢ zagniecenia. Jesli sie na to zgodzimy, to rozwigzaniem bedzie
A = 0. Wystarczy bowiem zlozy¢ pasek w harmonijke¢ (parzystg liczbg razy), obroci¢ jeden koniec
o 180° i sklei¢ odpowiednie punkty (rys. 2). Jesli nie chcemy mieé zagniecen, odpowiedz jest inna

Pokazemy, 7e i € [-j-}, }/3] — lepszego oszacowania nie znamy i dokladniejsze wyznaczenie A
wydaje sie by¢ dosy¢ trudne.

Powierzchnig, ktorg mozemy uzyskac z plaskiej kartki papieru bez zagniatania, nazwijmy
powierzchnia rezwijaing. Jest to np. powierzchnia z rys. 3, walec, stozek. Nie bedziemy wehodzi¢
w szczegoly klasyfikacji takich powierzchni — wymienimy tylko pewne, potrzebne nam dalej
wiasnosci. Sg one intuicyjnie oczywiste.

Odcinek, ktory lezy catkowicie na powierzchni i nie jest zawarty w zadnym diuzszym odcinku

o tej wiasnosci, nazywamy tworzgeq. Kazdy punkt powierzchni nie lezacy na jej brzegu jest
punktem wewnetrznym jakiejs tworzacej.

Punkt, ktory jest punktem wewnetrznym dwoch réinych tworzgeych, nazywamy punktem
plaskim — pewne jego otoczenie jest bowiem plaskie.

Jesli punkt wewnetrzny powierzchni jest konicem pewnej tworzacej, to przechodzi przez niego
jedyna nie konczaca si¢ w nim tworzaca o koncach nalezacych do brzegu powierzchni. Oddziela
ona obszar plaski od nieplaskiego (w pewnym jej otoczeniu — rys. 3).

T
Pokazemy, Ze jesli wstega Mobiusa ma by¢ powierzchnia rozwijalng, to 4 = 2 Nawinmy

kilkakrotnie na wstege o dlugosci /i szerokosci 1 pasek papieru. Zaznaczmy na nim obszary
plaskie i tworzace wstegi na pozostalych obszarach. Po rozwinigciu otrzymamy wzér o okresie 2/,
Co wiecej, druga polowa okresu powstaje z pierwszej przez przesuniecie o / i odbicie wzgledem
lini1 srodkowej (rys. 4). Dorysujmy tworzace przechodzgce przez punkty plaskie tak, by przez
kaidy punkt przechodzila dokladnie jedna tworzaca i zostala zachowana wyizej opisana
okresowos¢. .

Dowolng tworzaca AB odbijmy wzgledem linii Srodkowej i przesufimy o [. Otrzymamy

tworzgcg CD, przy czym AC+ BD = 2i. Przy nawijaniu na wstege Mdobiusa odcinki CD i B4
pokryja si¢ — a wigc odcinek AB tworzy z CD kat 180°. Jesli bedziemy przesuwac punkt £ od 4
do C, to kat miedzy tworzaca EF (z narysowanej przez nas rodziny) a 4B bedzie sie zmieniat

w sposob ciagly od 0° do 180°. Dla ustalonego n wybierzmy takie tworzace A4,By (k = 1, ..., n—1),

k
by kat miedzy AB i A,Bx byl rowny = 180° (rys. 5). Oczywiscie kat miedzy Ay By i 4By
180° i

nie jest mniejszy niz
Wykazemy, ze zadna z sum AgAis 1+ BBy, (gdzie Ag = A, By = B; A, = C, B, = D) nie jest
mniejsza od a,, — dlugosci boku 2n-kgta foremnego wpisanego w okrag o promieniu 1. Zatozmy,
2e Ay 1Biiy < AxBx (rys. 6). Odcinek A, E jest przesunigciem rownoleglym Ay Bis 1,

AF = A H = 1 (Fe ALE, H e ABy), GF || ByE (G € AxBy), luk By, E jest przesunigciem
rownoleglym luku Ay, ;4. Mamy (XY oznacza odleglo$é punktéw X i ¥ zmierzong po
zaznaczonym tuku): Aﬁg+1+B:E+, = E“-E:H-i-BTé:H = EB. = FG = FH = aan.

180°
Ostatnia nieréwnos¢ wynika z tego, iz ¥ FA,H = 2
n

A zatem 2/ = AC+ BD = n- a;,. Ale to ostatnie wyrazenie — polowa obwodu 2a-kata foremnego
— zbiega do polowy dlugosci okregu, czyli m. Mamy wigc zadang nierownos¢ / = %

Aby wykazad, iz A < }/5, wystarczy podac sposob sklejania wstegi z paska o dlugoscei wigkszej

od /3. Sposob ten jest przedstawiony na rysunkach 7 i 8.

Nic wigcej nie potrafimy powiedzie¢ o liczbie A, Trudnos$¢ polega na tym, iz we wstedze Mobiusa
pasek nie moze przenika¢ przez sicbie, przecinac si¢. Tymczasem w oszacowaniu — 4 > ;i

nie korzystali§my z tego warunku, Co wigcej, jesli dopuscimy samoprzecinanie sig, to z paska
diuzszego od i;— uda sig sklei¢ wstegg. Aby pokazac, ze 4 > -;-, musimy wykorzysta¢ polozenie

wstegi w przestrzeni trojwymiarowej. Zadania tego typu sa zwykle bardzo trudne. Z drugiej
strony, aby wykaza¢, ze 4 < ﬁ. trzeba znalez¢é nowg konstrukcje wstegi, co wydaje sig
nieprawdopodobne.

(na podstawie artykulu w miesigczniku Kwant 1/1979).
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