Nobel matematykéw

Wedtug legendy Nobel zwrécil sig do
znanych matematykow z pytaniem, czy
Mittag-Leffler mialby szanse dostaé za swoje
wyniki migidzynarodowsg nagrodg. Po
twisrdzacej odpowiedzi matematyka zostala
usunigta z dyscyplin, za ktdre miala byé
przyznawana fundowana przez Nobla
nagroda,

W kulvarach tegorocznégo Kongresu
Matematykéw mowilo sig, ze bliskim
otrzymanis medalu Fieldsa by} jeden
2 polskich matematykéw.

Liste wszystkich poprzednich laureatdw
medalu Fieldsa moina znalezd w Delcie
111976 i 2[1979.

Medal Fieldsa jest czesto nazywany ,,Nagroda Nobla matematykéw™. Ustanowienie medalu jest
bez watpienia zwiazane z faktem, ze Alfred Nobel zdecydowat stk nie wlaczyé matematyki do
nauk wartych ufundowanej przez niego nagrody. Nie ma udokumentowanych swiadectw
wyjasniajacych to wykluczenie, ale ogdlnie znana w spolecznofci matematykow plotka
przypisuje to osobistemu konfliktowi pomiedzy Noblem a znanym szwedzkim matematykiem
M. Mittag-Lefflerem. Ta legenda jest poparta listem przyjaciela J. C. Fieldsa, profesora

J. L. Synge: ,,To od Fieldsa slyszalem o nieporozumieniach pomigdzy Noblem a Mittag-
Lefflerem. Przypuszczam, ze chodzilo o osobista zawisc, ... dla kazdego kto widzi w matematyce
,,krolowa nauk™ to wykluczenie z nagrod Nobla wydaje sie bardzo dziwne™. Fields byt
przyjacielem Mittag-Lefflera i by¢ moze to takze rzuca pewne $wiatlo na motywy ustanowienia
nagrody dla matematykow.

Medale Fieldsa sa przyznawane przez Migdzynarodowa Unie Matematyczng co cztery lata

z okazji-Miedzynarodowego Kongresu Matematykow (tylko w ubieglym roku, z powodu
odroczenia o rok Kongresu w Warszawie, wreczono laureatom medale w rok po ich
przyznaniu). Nagroda zostala ustalona zgodnie z testamentem profesora J. C. Fieldsa

z Uniwersytetu w Toronto. Prof. Fields pracowal nad teoria funkcii algebraicznych, znany jest
jednak, przede wszystkim, jako zdolny administrator nauki. J. C. Fields zmart w 1932 r.,

a pierwsi laureaci zostali nagrodzeni na Kongresie w Oslo w 1936 r. Od tego czasu przyznano
27 medali Fieldsa. Utarta sie tradycja, ze medale przyznawane sa ,,mlodym matematykom’’, co
w praktyce oznacza wiek ponizej 40 lat, ;

W 1982 r. medale otrzymali Alain Connes z Francji oraz William P. Thurston i Shing-Tung Yau
z USA.

Dwoch laureatow, W. Thurston i 8. Yau, otrzymalo medale Fieldsa migdzy innymi za prace

z zakresu topologii i geometrii rozmaitodci tréjwymiarowych (to znaczy przestrzeni

wygladajacych lokalnie jak swiat, w ktorym zyjemy), W szczegblnosci prace Thurstona przyczynily
si¢ do lepszego poznania rozmaitosci trojwymiarowych.

Tré6jwymiarowe rozmaitosci wedtug Thurstona

Dr Jézef PRZYTYCKI

Rozmaitoscig n-wymiarows nazywamy przestrzen
lokalnie modelowang przez n-wymiarowg przestrzen
euklidesowa. Dalej bedziemy zajmowac si¢ gtownie
rozmaitosciami zwartymi bez brzegu — takie

Dokladniej: rozmaitos¢ n-wymiarowa jest zbiorem spéjnym (w jednym kawalku), n-wymjarowc rozmaitag’ci nazywaé b@dﬂemy krétko

lokalnie homeomorficznym z n-wymiarowa przestrzenia euklidesowg (zapewnia
to jej metryzowalnost) i zupeing {(czyli zawiera swoje punkty skupienia). Np.
plaszczyzna, sfera, koto domkniete; sposrod nich tylko sfera jest

n-rozmaitoscia (n = 2). Rozmaitosci homeomorficzne utozsamiamy.

Butelka Klemna

n-rozmaitosciami,

Jedyng 1-rozmaitoscia jest okrag; oznaczamy go S'.

2-rozmaitoéci, czyli powierzchni, jest nieskoficzenie
wiele. Sa to np. sfera (S?), torus (7% — mozna go
traktowac jako sferg z doklejonym uszkiem), sfera

z dwoma uszkami, z trzema itd., tzn. sfery z n uszkami.

Torus i sfery z trzema uszkami

Podane przyklady to wszystkie 2-rozmaitosci
orientowalne, Z kolei wszystkie nieorientowalne
2-rozmaitosci to plaszczyzna rzutowa RP?, butelka
Kleina (nieorientowalny torus — mozZna go umiescic¢

- w tréjwymiarowej przestrzeni euklidesowej tylko
z samoprzecigciem) oraz powierzchnie uzyskane z tych
dwoch przez doklejenie pewnej liczby uszek.

3-rozmaitoéci nie dajg sig tak latwo sklasyfikowaé

Powierzchnin nieorientowalna to taka, ktéra (méwiae potocznic) ma tylko i,,prawie do teraz” nie mozna bylo nawet oczekiwag,
RCIA strdng: Wediujec PO Rlej motea 2uslKaS He.w tym sy punkle , 4o e bedzie to wykonalne w podobny jak dla powierzchni

gory nogami”, Wstgga Mdbiusa jest jednostronna, jest dwuwymiarowa
rozmaitodcig, ale ma brzeg. W przestrzeni trojwymiarowej nie miesci sie zadna
nisori Ina 2 itod¢ (zwarta, bez brzegu).

sposob. ,,Prawie do teraz” znaczy do najnowszych
badan W. Thurstona.
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Suma spojoa trzech torusdw '

Tworzac sumg spojng dwoch plaszczyzn
rzutowych korzystamy z faktu, ie
plaszezyzna rzutowa z wycigtvm kolem
jest wstega Mébiusa (dowdd np.

w Delcie 5/1982).

Haken jest powszechnie znany jako wspdlautor dowodu twierdzenia o czterech
barwach, méwigcego, 2e kazdg mape mozna pomalowaé czterema kolorami tak,
by sasiednie puistwa mialy roéng barwe.

Oczywiicie chodzi o kola (kule) w sensie okredlonej na roz Sci metryki.
Latwo zauwaizyé, e kola na plaszezyinie | walcu sg do pewnego promienia
(jakiego?) izometryczne, -a powyiej — nie; plaszczyzna i walec majg wice ten sam
typ geometryczny.

Strukture g yczng 1 4ci okreéla sig nie tvlko dla rozmaitosci
zwartych. Na tej mozna jednak znalezé wigcej niz jedng
strukturg geometryczng (np. na plaszczyznie, na walcu).

W. Thurston urodzil sig

30 paidziernika 1946 r.

w Waszyngtonie,

Doktorat uzyskal w 1972 r,
na Uniwersytecic w Berkeley,
a obecnie pracuje na

u yiecie w Pri
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Powréémy do powierzchni. Jedli przyjrzeé sig im
uwaznie, to moZna zauwazy¢, Ze (poza S?) dadza sie one
uzyskaé z T2 (orientowalne) i RP? (nieorientowalne) za
pomoca operacji nazywanej suma spdjna i oznaczanej 4.
Sumg¢ spéjng dwdch powierzchni tworzymy

W nastgpujacy sposob: wycinamy w kazdej z nich kolo
(1 wyrzucamy te kola), a nastgpnie sklejamy brzeg
jednej dziury z brzegiem drugiej. Latwo zauwazy¢, ze
suma spdjna jakiej$ powierzchni M2 i T2 to M2

z dodatkowym uszkiem. Trudniej, 2e RP* 4 RP* to
butelka Kleina. Jeszcze trudniej udowodnié, ze

Kazda powierzchnia orientowalna to sfera lub suma
spdjna pewnej liczby torusow, a kazda nicorientowalna
to suma spdjna pewnej liczby plaszczyzn rzutowych;
82, T? i RP? nie rozkladajq sie juz na sume spéjng
innych powierzchni, a powyzszy rozklad pozostalych
powierzchni jest jednoznaczny.

Sume spéjng mozna analogicznie okresli¢ dla
rozmaitosci wyzszych wymiaréw, Mozna tez dowodzi¢
analogicznych twierdzen. Kneser, Haken i Milnor
wykazali, ze 3-rozmaitosci rozkladajg si¢ jednoznacznie
na sume spojng nierozkiadalnych 3-rozmaitoscei,
Jednak te nierozkiadalne , kawatki™ okazujg sie duzo
bardziej skomplikowane niz T2 i RP2.

Poniewaz wiadomo bylo, ze dla 4-rozmaitosci
klasyfikacja tego typu co dla powierzchni jest
niemozliwa, wigc sgdzono, e i dla 3-rozmaitosci
prostej klasyfikacji nie bgdzie. Sadzono jednak mylnie.

Zanim przedstawimy rezultaty Thurstona, przyjrzyjmy
sig jeszeze raz powierzchniom. Tym razem zajmiemy
sig ich struktura geometryczng. Mowimy, Ze na
rozmaitoséci jest okre§lona struktura geometryczna,

jesli mozna na niej okresli¢ jednorodna metryke (taki
sposdb mierzenia odleglosci, Ze narysowane na
rozmaitosci dwa kola (kule) o takich samych
promieniach sg izometryczne). Jesli dwie rozmaitosci
majg struktury geometryczne takie, ze kota (kule)

o réwnych promieniach nie przekraczajgcych pewnej
liczby r sa na nich obu izometryczne, to mowimy, Ze sa
lokalnie izometryczne i maja ten sam typ geometryczny.
Dla 2-rozmaitosci mozliwe sg trzy typy: powierzchnie
eliptyczne (zwane tez sferycznymi), paraboliczne
(euklidesowe) i hiperboliczne (Bolyai-Lobaczewskiego).
Oznacza to, ze s3 one lokalnie izometryczne
odpowiednio ze sferg (S?), plaszczyzng euklidesowa
(E?) i1 plaszczyzng hiperboliczng (H?). Zachodzi przy
tym twierdzenie:

Sposréd 2-rozmaitosci S* i RP? majqg strukture
eliptyczng, T? i butelka Kleina — paraboliczna,
a pozostale hiperboliczng.

Stwierdza sig¢ to przez wskazanie takich izometrii
wzorcowej struktury (a wiec S2, E2 lub H?), zeby po
sklejeniu (wszystkich) odpowiadajgcych sobie w tych
izometriach punktéw powstala dana 2-rozmaito$¢.

Jak wida¢ wigkszosé 2-rozmaitosei (nieskorniczenie wiele)
ma strukturg hiperboliczng (innych jest tylko cztery).
Az do badan Thurstona przypuszczenie, ze podobnie
jest dla 3-rozmaitosci, wydawalo si¢ bezpodstawne.
Thurston badajgc (réwniez za pomocg komputera)
wiele przyktadow 3-rozmaitosci doszedt do wniosku, Ze
musi istnie¢ jaka$ analogia migdzy klasyfikacjg 2-

i 3-rozmaitosci. Trzeba tylko rozbié 3-rozmaitoéci na
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Powierzchnia M? jest niedcicénialna w M2, gdy kaida petla nie dajgca sie
dciagngé do punktu w M? nie da sig tez iciagnaé do punkiu w M2,

Niedciggalna petla na torusic

Rozmaitodé hiperbaliczna ma objetosé. Okazuje sig ona uiytecznym
niezmiennikiem przy prébach klasyfikacii 3-rozmaitosci. Thurston i Jorgensen
(duniski matemutyk pracujacy w USA) wykazali, 3¢ objgtoéci 3-rozmaitosci
tworzy dobrze uporzadkowany podzbisr liczb rzecZywistych dodatnich,

W szezegdlnodci istniefe r ito$¢ o najmnicjszej objetosci. Thurston

b nowal itodé o objgtodei okoto 0,98 (w naturalnej jednostee
diugosei — w preestrzeni hiperboliczne] i eliptyeznej taka jednostka istnicje,
4w parabolicznej, np, euklidesowej, nie) i sqdzi, 2e mniejszej objetosc! uzyskad

sig nie da. Dowodu na to jednak nie ma. Pozostaje te2 pytanie, jaka jest
rozmaitoéé o drugiej, trm;w; itd. objetosci. Przyklad Thurstona otrzymuje si¢
Z wezla dsemkowego (g ionego na rysunku) przez wyciscie jego
otoczenia i wiklejenie go z powrotem, ale w inny sposéb.
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aby\amm eliptyezng strukture
geometryczng plaszezyzny rzutowej, nalety
uzyé symetrii wzgledem $rodka sfery
(poréwnaj Delia 5/1982 i 12/1981).

Strukturg paraboliczng torusa uzyskamy
sklejajac punkiy odpowiadajace sobie przy
przesuniceinch postaci k v+ 1+ w (gdzie v | w
to nierdwnolegle woktory). Polega to na
zwinieciu plaszezyzny E? w rurke tak, by
pionowe kreski nalozyly sig, & potem

zwinigeiu tef rurki (waz polykajacy swoj ogon),
tal, by natozyly sig jej rownoleiniki.

Padobnie (przez zwijanic plaszczyzny H?)
uzyskamy hiperboliczng strukturg sfery

z dwiema rgczkami, jesli ,kratka”, kidrej
odpowiednie linie majg si¢ nakiada¢, bedzie
minla ,,oczka" w kszialcie osmiokata

o katach rownych /4. Mozna taki oémiokat
wygodnie obejrzed w modelu Poincarégo

w kole. W tym modelu H? (pordwnaj Delia
12/1981) proste sg lukami okregdw
prostopadiych do brzegu modelu.
Pojedyncze narysowane oczko moins
powieli¢ pamigtajac, e symetrie

w rozwazanym modelu to b je (wigcej
o nich w Delcie 10/19k3).

.,,kawalki” mniej skomplikowane niZ to gwarantuje
rozkiad na sume spéjna.

Tworzac sumg spéjng dwoch powierzchni sklejaliSmy
je wzdluz okregu (S'). Analogicznie 3-rozmaitoéci
skleja si¢ wzdluz sfer (S2). Zauwazmy, ze suma spdjna
powierzchni to ich sklejenie wzdtuz jedynej mozliwej
l1-rozmaitosci. Przy sklejaniu 3-rozmaitosci korzystaé
mozemy nie tylko z S2, ale i innych 2-rozmaitosci

W 1977 r. amerykafiscy matematycy W, Jaco i

i P. Shalen oraz niezaleznie Niemiec K. Johannson
znalezli rozklad 3-rozmaitosci wzdhuz toruséw (7'2). Co
wigcej, udowodnili, ze rozklad 3-rozmaitosci wzdhuz
torusow niesciesnialnych jest jednoznaczny.

Thurston wysungl nastgpujaca hipoteze:

Jesli 3-rozmaitosci rozlozymy wzdluz sfer
i nieSciesnialnych toruséw, to otrzymane kawalki majq
strukture geometrycznq.

Podobnie jak 2-rozmaitosci, owe kawatki moga mie¢
strukture eliptyczna (ze skiejania §?), paraboliczna (ze
sklejania E'3), hiperboliczng (ze sklejania H?). Thurston
wykazat, ze w wymiarze 3 jest osiem istotnie réznych
struktur geometrycznych, a struktura hiperboliczna
jest najwazniejsza.

Hipoteza Thurstona zawiera w sobie liczaca juz 80 lat
i ciagle nie dowiedziona hipoteze Poincarégo:

Jezeli w 3-rozmaitosci kazda petla jest $ciqgalna de
punktu, to rozmaitosé ta jest homeomorficzna z S°.

Thurston wykazal stusznos$¢ swojej hipotezy w wielu
istotnych przypadkach, na przyklad jesli rozmaito$é M3
zawiera powierzchnig niefcie$nialng rézng od S2. Ten
fragment hipotezy nazywany bywa Twierdzeniem
Monstrum i jego dowodu prawie nikt do kofica nie
rozumie.

W styczniu 1982 r. Thurston oglosil, Zze potrafi
udowodni¢ swoja hipoteze dla nastepnej duzej klasy
3-rozmaitosci — dla tych, ktdre majg pewne specjalne
symetrie. Do peinego dowodu hipotezy wiele jednak
jeszcze brakuje.



