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Redaguje dr Marcin E. KUCZMA

Co¥dwka ligi zadaniowe] "Klub 44"

po uwegledrnieniu ocen rozwizzal
zadarl 2 numeru 11/1983

Marek Prausa - Poraj 46,02pkt
Maigorzata Czerniakowska-Gdadsk 4%, 88pkt
Artur 3molozyk - Tarnéw Op. 42,55pkt
Jersy Janowlesz - Bolestawiac3d, T4pkt
Tomase Rawlik - Gliwive 36,56pit
Jacek Uryga ~ Bytom 36,02pkt
Jerzy Matopoleski .- Krakdw 34,23pkt

Wajciech Olszewski - Brwindw 32,900kt

vapitogynnikl trudnosci wmadayi:
67 - 2,53 68 ~ 1,34 69 - 2,81

Pan Marek FPrauga Jest czternastiym
" cgionkiem "Elubu 444,

¢

Liga zadaniowa Wydzialu Matematyki, Informatyk i Mechaniki
Uniwersytetu Warszawskiego i Redakciji ,,Delty”

Skrét regulaminu

Kazdy moie nadsylué rozwigrania zadan z numeru n w terminie do kofica miesigca n+ 2. Szkice
rozwigzan zamieszczamy w or n+4, Mozna nadsylaé rozwiazania trzech, dwéch lub jednego
zadania (kaide na oddeicinej kartce), mozna to robié co miesige lub z dowolnymi przerwami.
Oceniamy zadania w skali od 0 do 1 z dokladnoscig do 0,1. Ocene mnoiymy przez

SUMA OCen 2a rozwia

by (e e U
liczba osob, ktdre nade

ia danego zadania

thoé jedno rozwiazanie z numert

i tyle punktéw otrzymuje nadsyiajacy. Po zgromadzeniu 44 punktow (w dowolnym czasie) zostaje
on ezlonkiem Klubu, a nadwyika punkidw jest zaliczana do ponownego udzialu, Trzykrotne
czlonkostwo — to tytul Weterana,

Szczegdlowy regulamin zostal wydrukowany w nr 1/1984,

Zadania nr 85, 86, 87

Termin nadsylania rozwigzan: 31 VIT 1984

85. Wyznaczy¢ wszystkie liczby naturalne m, dla ktdrych odpowiedZ na nastepujace pytanie jest
jednoznaczna: Ile prostych poprowadzono na plaszezyinie, jeéli wiadomo, ze zbiér wszystkich
punktow przeciecia tych prostych sklada si¢ z m punktow?

86. Obliczyé objetosé najwiekszego czworodcianu, kiory mozna umiedcié w dwunastodcianie
foremnym o danej krawedzi a.

87. a) Czy prawda jest, Ze jesli f: <0, co) — R jest dowolng funkcjg taka, ze dla kazdej liczby
a € (0,1) istniegje granica lim fla+n) i jej warto$¢ nie zalezy od wyboru &, to istnieje granica

. N
lim f(x)?
X—=00

b) Czy odpowiedZ na pytanie a) zmieni sie, jesli dodatkowo zalozy¢, ze funkeja fjest ciagla?
Zadanie 87 przyslal pan Marek Gatecki z Milanéwka.

Rozwigzania zadan z numeru 1/1984

Przypominamy tres¢ zadan:

73. Dane s liczby dodatnie xy, ..., . Niech s = x4+ ... 425, 5, = 5—x;. Dowiesé, e 57+ . +350 > (n+ 14
74. Z talii 52 kart wybrano 13 kart. Niech N = (ii] . Czy jest mozliwe N-krotne wykonanie operacji zastapienia

jednej z 13 kart jedng z pozostalvch 39 kart tak, by po N ruchach wrécié do konfiguracii wyjsciowej i zeby zaden
otrzymany po drodze zestaw 13-kartowy nie powtorzyl sig?

75. W 1984 punktach sfery o p ieniu R it ono réwne masy tak, ze frodek masy otrzymanego ukladu
pokrywa si¢ ze srodkiem sfery. Obliczyé sume kwadratow wzajemnych odleglosci tych punktéw.

1
73. Z nieréwnosci migdzy Srednia geometryczng i arytmetyczng mamy g = (H s;)”" < — Z =
n

n—1

sorazg ! = (Hs;‘)“" < %zs;‘. Stad Z,s;;‘ =ngt=n- -n—i—is—‘ > (n+1)s~t

74. Niech n bedzie dowolna liczba naturalng. Udowodnimy twierdzenie: Dla kazdej liczby
k < n istnieje ustawienie wszystkich k-elementowych podzbioréw zbioru r-elementowego w ciag

n :
Xiy ooty Xy (gdzie N= ( k)) , W ktorym kazde dwa sasiednie zbiory, a takze ostatni z pierwszym,

maja dokfadnie k—1 elementow wspolnych; przy tym mozna zadad, by X, i Xy byly z gory
zadanymi podzbiorami (o k—1 wspéinych elementach). Dla n = 52, k = 13 dostajemy stad
twierdzagca odpowiedz na pytanie postawione w zadaniu,

Dowdd prowadzimy przez indukeje wzgledem 7. Dla n = 1, 2, 3 teza twierdzenia jest oczywista.
Zatormy prawdziwos¢ twierdzenia dia pewnego n = 3 i niech E bedzie zbiorem (n+ 1)-
-elementowym. Ustalmy k,2 < k< n—1 (gdy k = 1 lubk = n lub k = n-+1, dowod jest
banalny) i niech 4, Z beda k-elementowymi podzbiorami E takimi, ze P = 4 n Z jest zbiorem
(k—1)-elementowym. Tak wigc A = Pu {a}, Z = P u {z}, a # z. Usufimy ze zbioru P pewien
(dowolnie wybrany) element p i zastapmy go przez dowolny element ¢ spoza P, rozny od a

i od z (zbior E—P ma (n+1)—(k—1) = 3 elementow, wigc takie g istnieje); otrzymany zbidr
oznaczmy przez Q. Zbiory P i O majg k—2 elementéw wspolnych i nie zawieraja elementow
aiz

Weimy pod uwagg n-clementowy zbiér E— {z}. Z zatoZenia indukcyjnego mozna ustawi¢
wszystkie k-elementowe podzbiory tego zbioru w ciag X, ..., Xy spelniajgcy warunki twierdzenia,
a takze mozna ustawic wszystkie jego (k— 1)-elementowe podzbiory w podobny ciag

Yi,o0n Yma (.tu N= (Z) M= (kjl))' zadajac ptzy tym, by X; = Pu {a}, Xy = Q v {a},



Y, = Q, Yy = P. Niech Z;, = Y, v {z}. Ciag zbiorow ‘Xl. s s Zois ‘,...;2'" zawiera
wszystkie k-elementowe podzbiory zbioru E; kazde dwa sasiednie majg ¥ —1 elementow
wspolnych, ponadto X; = A4, Zy = Z sa zadanymi na poczatku zbiorami (rysunek). Koriczy to

dowad indukcyjny.

75. Oznaczmy: O — frodek kuli, 4,; ..

.y Am — wybrane punkty sfery (m = 1984). O jest

srodkiem ciezkodci ukladu A4, , ..., Ay, wiec Z OA, = 0. Szukana wartos¢ rowna si¢
:

1 1 Sy 1 e 1 N
-—2 AA2=—§ AA)? =- 2 OA—OA’=_§:R2— A 2) =
3 i”F| 14| 5 u( Ay) 2;”,'( ] ) > ,‘_J,-( 204,- 0A4;+R?)

=Y (R*~ 04, 04)) =
I

Mizar MSE (9)

Zblizamy sie do konica naszego kursu. PoznaliSmy juz

wszystkie konstrukcje jezykowe w Mizarze MSE. Dzisiaj
pokazemy pewne techniki dowodzenia stosowane w przypadku
wystepowania zdan alternatywnych. Zrobimy to na przyktadach,
ktore wezeéniej rozwigzywaliSmy inaczej.

W przypadku, gdy chcemy dowodzi¢ implikacji, ktorej
nastepnikiem jest zdanie alternatywne, mozemy — i to jest
wygodne — zastosowac dowod nie wprost. Tak zrobiliSmy

w odcinku 4. Mozemy rowniez postapi¢ nieco inaczej. Kiedy
bowiem alternatywa jest prawdziwa? Wtedy, gdy co najmniej
jeden z jej skladnikéw jest prawdziwy. Zatem jezeli w trakcie
dowodu zalozymy, ze jeden ze skladnikéw dowodzonej
alternatywy jest falszywy i wykazemy, ze drugi wtedy jest
prawdziwy, to uwazamy alternatywe za dowiedziona. WeZmy
przyklad (por. odcinek 4)

FOR X»YsZ ST NWLXeYI1 HOLDS NWCZ+Y] OR NWLXsZ2
PROOF
LET Xr¥sZ BE ULAMEK SUCH THAT Af NWLCXeYIF
ASSUME NOT NWCZ»Y1$#
THEN NWLYsZ3 BY SPOJNOSCH .
ﬁ:{cﬁ NWEX+Z] BY PRZECHODNIOSCrA
E|

O tym, jak korzystamy z faktu wyrazonego za pomoca
alternatywy, wspominaliémy juz w odcinku 7. Jezeli pewna teza
wynika tak z jednego, jak i z drugiego czlonu pewnej (uzyskanej
badZ zatozonej) alternatywy, to uwazamy t¢ tezg za prawdziwa.
Takie rozumowanie nazywamy dylematem. Alternatywa mowiaca,
#e kazde zdanie jest albo prawdziwe, albo falszywe jest
aksjomatem klasycznego rachunku logicznego. Prawo to

nazywaja prawem wylaczonego $rodka — trzeciego wyjécia nie
ma, stad lacifiskie tertium non datur.

Pokazemy teraz, jak dla przykladu z odcinka 4 zbudowaé dowod
wprost, korzystajac z prawa wylaczonego érodka. Musimy sig
zgodzi¢, ze kazde dwie nazwy (np. nazwy zmiennych) albo
odnosza si¢ do tego samego przedmiotu, albo do dwu réznych —
innej mozliwosci nie ma.

FOR Xr¥rZ ST NWLCXe¥1 & X{3Y & NWLZeX3 HOLDS NOT NWCYrZ3
PROOF

LET XeYsZ BE ULAMEK SUCH THAT
A2 NWEX:Y1 AND B2 X<)Y AND Cr NWLZsX15
D: NOW ASSUME D't Z=X}§
MOT NWLYrX] BY ArBsANTYSYMETRIAF
HENCE NOT NMLCY»Z1 BY D*

ENDF
E: NOW ASSUME E"t Z()X3
THEN NOT NWLXeZ1 BY CrANTYSYMETRIAGF
THEN E**: Z{)Y BY A
NWCZ»Y¥1 BY A»CrPRZECHODNIOSCH
HEWCE NOT MNWLYrZ1 BY E”"rANTYSYMETRIA

ENDF
THUS THESIE BY IrE
END#

miR*— Z Z OA,- OA, = .&:’R’~(Za“f[} (Z .()_/;J) = m*R2
i i 7

Powyzszy dowdd mozna znacznie skréci¢. Checker Mizara MSE
akceptuje rowniez taki dowod wprost powyzszego zdania:

FOR Xo¥YrZ BT NRLXeY3 & X<)Y & NWLZ.X] HOLDS NOT NWLYZ1
FROOF
LET Xr¥YrZ BE ULAMEK SUCH THAT
A NWEXeY] AND B: X{)Y AND C: NUEZ#X2F
HOT NWLY«X] BY ArBErANTYSYMETRIAT
HENCE NOT NWLYsZ1 BY CrPRZECHODNIGSC
END#

Nastepny (tj. ostatni) odcinek po$wiecimy zadaniom z zupetnie
innej dziedziny niz nasze nieograniczenie, gesto i liniowo
uporzadkowane ulamki. Ale to za miesigc.

Dzisiaj jeszcze czujemy si¢ w obowiazku podaé pewna
charakterystyke modulu sprawdzajacego Mizara MSE (checkera).
Wejscie w techniczne szczegoly opisujace, jak odbywa sig samo
sprawdzanie w maszynie wymagaloby pewnie odrebnego kursu.
Stad podamy te wiadomosci o checkerze, ktorych mozna bylo

i tak sie domysli¢ ogladajac dotychczasowe przyklady. A wigc:

1. Kazda tautologia rachunku zdan (jesli jej maszynowy zapis
zmiesci si¢ w komputerze) jest akceptowana przez checker bez
dodatkowego uzasadnienia, a kazde zdanie nie bedace tautologia
nie jest przez checker akceptowane. Kazde zdanie rozpoczynajace
sie od kwantyfikatora wymaga uzasadnienia.

. 2. Sprawdzajac wynikanie wniosku z przestanek checker

uwzglednia jedynie te, ktore wymieniono po by oraz
pochodzace z zahaczenia (then, hence).

3. Relacja réwnosci ( = ) jest przez checker automatycznie
traktowana jako relacja zwrotna, symetryczna i przechodnia.

4. Spojnik zdaniowy ,,rownowaznos¢” jest przez checker
traktowany jako koniunkcja dwu implikacji.

5. Checker (na ogol) nie akceptuje wnioskowan, jesli wirod
przestanek znajduje si¢ wigcej niz jedno zdanie rozpoczynajace
sie od kwantyfikatora ogodlnego.

6. Nastepujace dwie reguty wnioskowania klasycznego rachunku
logicznego checker stosuje nieproszony:
a — prawo abstrahowania od konkretnosci,

b — prawo przechodzenia od ogodlnego do szczegdlnego

przypadku.
Zadania:

T26: FOR XeY¥eZ ST XX & YOI & Z(OX

HOLDE (MCX»Y»Z1 OR MCXeZ,Y1) IFF (NWCX,Z1 & NWEXeYID
T275 FOR X»¥ EX X"eY" ST HOXT»Xs¥"] & MOXT:YeY"]
T28: (EX X ST X=X) IMFLIES (EX XsYrZ ST X{2Y & Y{IZ & X402 ¥

dr Krzysztof PRAZMOWSKI, dr Piotr RUDNICKI
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