
o twierdzeniu Mówic bedziemy o wieloscianach wypuklych, których sciany sa trójkatami
równobocznymi. Oznaczac bedziemy dalej takie wieloscianyRT. Rozwazymy

Preudenthala __ pytanie, ile jest (z dokladnoscia do podobienstwa) wieloscianówRT.
Nietrudno oszacowac z góry ich liczbe. Jak latwo zauwazyc, w wierzcholkach

van der Waerdena wieloscianu RT moze sie zbiegac 3, 4 badz 5 scian - oznaczmy liczbe takich
. wierzcholków odpowiednio przezw3, W4i Ws. Przypomnijmy teraz wzór Eulera

w-k+s = 2,
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gdzie w to liczba wierzcholków,k - krawedzi, s - scian wieloscianu wypuklego.
Poniewaz sciany sa trójkatami, wiec

2k = 3s,

liczba wierzcholków wynosi

w = W3+W4+WS,

a poniewaz kazda krawedz laczy dwa wierzcholki, mamy

2k = 3W3+4~4+5ws'

Wzór Eulera po podstawieniu tych zaleznosci przybierze postac

6(W3+W4+WS)-3(3w3+4w4+5ws)+2(3w3+4w4+5ws) = 12,

czyli 3w3+2w4+WS = 12,

które to równanie ma 19 rozwiazan w liczbach calkowitych nieujemnych :
(4, O,O), (3, l, l), (3, O, 3), (2, 3, O), (2, 2, 2), (2, l, 4), (2, O, 6), (l, 4, l),
(1, 3, 3), (1, 2, 5), (1, l, 7), (1, O,9), (O,6, O), (O,5,2), (0,4,4), (O,3, 6), (O,2, 8),
(O, l, 10), (O, O,12).

Otrzymane oszacowanie nie jest jednak dobre. Zaledwie osmiu rozwiazaniom
wyróznionym grubsza czcionka odpowiadaja wieloscianyRT. Udowodnili to
Freudenthal i van der Waerden.

Ponizej podajemy dowód twierdzenia Freudenthala - van der Waerdena nie
sprowadzajacy sie, jak dotychczas publikowane, do/eliminacji poszczególnych
"zlych" rozwiazan.

Zaczniemy od dwóch lematów.

Lemat 1. Wieloscian RT o dwóch sasiednich narozach trójsciennych jest
czworoscianem.

Dowód. NiechA i B beda trójsciennymi wierzcholkami wieloscianuW, a C i D
róznymi wierzcholkami sasiednimi wzgledemA i B. Wobec trójsciennosciA i B
punkt D jest sasiednim wierzcholkiem wzgledemA i C oraz wzgledemB i C.
Krawedz DC domyka zatem wieloscianW, który wobec tego jest czworoscianem
ABCD.

Lemat 2. Wieloscian RT o trzech narozach czterosciennych przy jednej scianie
jest osmioscianem.
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Czyli W3 i= 0/\ W3 i= 4 -+
W3 = 2/\ W4 = 3.

Dowód. Niech ABC bedzie sciana wieloscianuW majaca we wszystkich
wierzcholkach naroza czteroscienne, aD wierzcholkiem sasiednim wzgledem
A i B, E - wzgledemB i C, F-wzgledem Ai C. Wobec czterosciennosci
narozy A, B i C trójkaty ADB, DBE, BEC, ECF, CFA i FAD sa scianamiW.
Zatem ABCDEF jest osmioscianem. Przypuscmy, zeW nie jest tym
osmioscianem i rozetnijmyW plaszczyznaDEF na ten osmioscian i wieloscianRT,
który oznaczymyW'. Wieloscian W' nie moze byc czworoscianem, ,gdyz wtedyW
nie bylby RT jako majacy trzy sciany bedace rombami. Ale, gdyby narozaD, E, F
wieloscianu W' byly wiecej niz trójscienne, wieloscianW nie bylby wypukly.
Przypuszczenie nasze okazalo sie wiec falszywe,'

Za pomoca udowodnionych lematów wyeliminujemy teraz 10 "zlych" rozwiazan:

Twierdzenie 1. Jesli wieloscian RT ma(co najmniej)jedno naroze trójscienne, to
jest czworoscicmem lub szescioscianem(zlaczeniem dwóch czworoscianów
o jednej scianie wspólnej).

Dowód. Niech O bedzie trójsciennym narozem wieloscianuW, zasABO, BCO
i ACO jego scianami. JesliW nie jest czworoscianem, to plaszczyznaABC
rozcina go na czworoscianABCO i wieloscian RT, który oznaczymy przezW'.
Wobec wypuklosciW wieloscian W' jest zawarty we wnetrzu narozaO.
Przypuscmy, zeW' nie jest czworoscianem. NarozaA, B, C wieloscianu,W' sa
co najwyzej czworoscienne, gdyz w przeciwnym razie wieloscianW mialby naroza
co najmniej szescioscienne. Z drugiej strony (wobec lematu l) co najmniej dwa
z nich sa czteroscienne. Wszystkie trzy jednak czworoscienne byc nie moga, gdyz
(wobec lematu 2) wówczasW' bylby osmioscianem i nie miescilby sie we wnetrzu
naroza O. Rozpatrzmy wobec tego przypadek, gdy jedno z nich, powiedzmyA,
jest trójscienne, aB i C - czteroscienne. Oznaczmy przezD (wspólny) sasiedni
wierzcholek A i B oraz A i C. Odcinajac odW' plaszczyznaBCD czworoscian
ABCD otrzymujemy wieloscianRT o dwóch sasiednich narozach(B i C)
trójsciennych, a wiec (wobec lematu l) czworoscian. Oznaczmy przezE jego
czwarty wierzcholek. WówczasE nie lezy wewnatrz narozaO, a wiec W nie jest
RT. Zatem przypuszczenie nasze okazalo sie falszywe.

Pozostaje do wyeliminowania "zle" rozwiazanie(O, 1, 10).
, , .

Twierdzenie 2. Nie ma wieloscianu RT o dokladnie jednym narozu czterosciennym.

Dowód. Wobec twierdzenia 1 wystarczy wykazac, ze nie ma takiego wieloscianu
bez narozy trójsciennych. Wezmy pod uwage wieloscianRT bez narozy
trójsciennych o czterosciennym narozuO. Oznaczmy sasiadujace z nim
wierzcholki przezA, B, C, D. Przypuscmy teraz, ze wieloscian nie ma innych
narozy czterosciennych. NarozaA, B, C, D sa zatem piecioscienne. W kazdym
z nich zbiegaja sie wiec po trzy sciany nie nalezace do narozao.Zbiegaja sie one
po trzy w narozachA', B', C', D', które tez musza byc piecioscienne. Wobec tego
w kazdym z punktówA', B', C', D' zbiegaja sie po dwie sciany nie przechodzace
przez zaden z wierzcholkówA, B, C, D. Maja one zatem wspólny wierzcholek,
który wbrew naszemu przypuszczeniu okazuje sie czteroscienny.

W ten sposób dowód twierdzenia Freudenthala - van der Waerdena zostal
zakonczony.
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