. - Mowic bedziemy o wieloscianach wypuklych, kiorych sciany sa tréjkatami
O tWIerdzenlu rownobocznymi. Oznaczaé bedziemy dalej takie wielosciany RT. Rozwazymy

pytanie, ile jest (z dokladnoscig do podobienstwa) wieloscianéw RT.
Freudenthala — -

Nietrudno oszacowac z gory ich liczbe. Jak tatwo zauwazy¢, w wierzcholkach
van der Wael-dena wieloscianu RT moze si¢ zbiegac 3, 4 badz 5 scian — oznaczmy liczbg takich

wierzchotkéw odpowiednio przez wj, wy i ws. Przypomnijmy teraz wzér Eulera

: w—k+s = 2,
Mgr Adam GAJDA

gdzie w to liczba wierzchotkéw, k — krawedzi, s — scian wieloScianu wypuklego.
Poniewaz sciany sa trojkatami, wige

2k -== 38,

Poréwnaj Delta 12[1975.

liczba wierzchotkow wynosi
W= W3+Ws+Wws,
a poniewaz kazda krawgdz laczy dwa wierzchotki, mamy
2k = 3w;+4ws+Sws.
Wzér Eulera po podstawieniu tych zaleznosci przybierze postac
6(ws+wy+ws)—3(3w; + Awe+5ws) 4+ 203ws + 4wy + Sws) = 12,
czyli Iws+ 2wy +ws = 12,

ktére to rownanie ma 19 rozwigzan w liczbach calkowitych nieujemnych:
(4,0,0),(3,1,1),(3,0,3),(2,3,0),(2,2,2), (2, 1,4), (2,0, 6), (1, 4, 1),

(1,3, 3),(1,2,9, (1, 1,7), (1,0, 9), (0, 6, 0), (0, 5, 2), (0, 4, 4), (0, 3, 6), (0, 2, 8),
(0, 1, 10), (0, 0, 12).

Otrzymane oszacowanie nie jest jednak dobre. Zaledwie oSmiu rozwigzaniom
wyréznionym grubszg czcionka odpowiadajg wielosciany RT. Udowodnili to
Freudenthal i van der Waerden.

Ponizej podajemy dowod twierdzenia Freudenthala — van der Waerdena nie
sprowadzajgcy sig, jak dotychczas publikowane, do‘eliminacji poszczegdlnych
,»zlych” rozwigzan.

Zaczniemy od dwoch lematow.

Lemat 1. WieloScian RT o dwdch sqsiednich narozach trdjsciennych jest
czworoScianem.

Dowéd. Niech 4 i B beda trojsciennymi wierzchotkami wieloscianu W, a Ci D
roznymi wierzchotkami sgsiednimi wzgledem A i B. Wobec tréjéciennosci 4 1 B
punkt D jest sgsiednim wierzcholkiem wzgledem A4 i C oraz wzglgdem B i C.
Krawedz DC domyka zatem wieloScian W, ktory wobec tego jest czworoscianem
ABCD.

Lemat 2. Wieloscian RT o trzech narozach czterosciennych przy jednej Scianie
jest osmioscianem,




Czyliws # 0Aw; # 4>

Wa = 20, = 3.

Dowéd. Niech 4BC begdzie sciang wieloscianu W majgca we wszystkich
wierzcholkach naroza czteroscienne, a D wierzcholkiem sgsiednim wzgledem

A1 B, E—wzglgdem Bi C, F— wzgledem A4 i C. Wobec cztero$ciennos$ci

narozy A, B i C trojkaty ADB, DBE, BEC, ECF, CFA | FAD sa Scianami W,
Zatem ABCDEF jest odmioscianem. Przypusémy, ze W nie jest tym

oSmioscianem i rozetnijmy W plaszczyzna DEF na ten o$mio$cian i wielogcian RT,
ktéry oznaczymy W'. Wielodcian W' nie mozZe by¢ czworoécianem, gdyz wtedy W
nie bylby RT jako majacy trzy sciany bedgce rombami. Ale, gdyby naroza D, E, F
wieloscianu W' byly wigcej niZ tréjscienne, wieloscian W nie bytby wypuktly.
Przypuszczenie nasze okazalo si¢ wiec falszywe.

Za pomocg udowodnionych lematéw wyeliminujemy teraz 10 ,,zlych” rozwigzan:

Twierdzenie 1. Jesli wieloscian RT ma (co najmniej) jedne naroze trdjscienne, to
Jjest ezworoscianem lub szescioscianem (zlaczeniem dwdéch czworoScianow
o jednej Scianie wspdlnej).

Dowdd. Niech O bedzie tréjsciennym narozem wieloscianu W, zas ABO, BCO

i ACO jego scianami. Jesli W nie jest czworoscianem, to plaszezyzna ABC
rozcina go na czworoscian ABCO i wieloscian RT, ktory oznaczymy przez W',
Wobec wypuklosci W wieloscian W' jest zawarty we wnetrzu naroza O,
Przypusémy, Ze W' nie jest czworoscianem. Naroza A, B, C wieloscianu. #* sa

¢o najwyzej czworoscienne, gdyz w przeciwnym razie wieloscian W mialby naroza
co najmniej szeScioscienne. Z drugiej strony (wobec lematu 1) co najmniej dwa

z nich sa czteroscienne. Wszystkie trzy jednak czworoscienne byé nie moga, gdyz
(wobec lematu 2) wowczas W' bylby osmioscianem i nie miescilby sie we wnetrzu
naroza O. Rozpatrzmy wobec tego przypadek, gdy jedno z nich, powiedzmy A,
jest tréjécienne, a B 1 C — czteroscienne. Oznaczmy przez D (wspdlny) sgsiedni
wierzcholek 4 i B oraz 4 i C. Odcinajgc od W' plaszczyzna BCD czworoscian
ABCD otrzymujemy wieloscian RT o dwéch sasiednich narozach (Bi ©)
trojsciennych, a wige (wobec lematu 1) czworoscian. Oznaczmy przez E jego
czwarty wierzcholek. Wowezas E nie lezy wewnatrz naroza O, a wigc W nie jest
RT. Zatem przypuszczenie nasze okazalo si¢ falszywe.

Pozostaje do wyeliminowania ,,zle” rozwiazanie (0, 1, 10).
Twierdzenie 2. Nie ma wieloscianu RT o dokiadnie jednym narezu cztero$ciennym.

Dowéd. Wobec twierdzenia 1 wystarczy wykazaé, Zze nie ma takiego wieloécianu
bez narozy tréjéciennych. Wezmy pod uwage wieloscian RT bez narozy
tréjsciennych o czterosciennym narozu O. Oznaczmy sgsiadujgce z nim
wierzcholki przez 4, B, C, D. Przypusémy teraz, ze wieloscian nie ma innych
narozy cztero$ciennych. Naroza 4, B, C, D sa zatem pigcioscienne. W kazdym

z nich zbiegaja si¢ wigce po trzy sciany nie nalezgce do naroia Q. Zbiegajg si¢ one
po trzy w narozach A’, B', C', D', ktére tez musza by¢ piecioscienne. Wobec tego
w kazdym z punktow A, B', C’, D' zbiegaja si¢ po dwie Sciany nie przechodzace
przez zaden z wierzchotkéw 4, B, C, D. Majg one zatem wspolny wierzcholek,
ktéry whrew naszemu przypuszczeniu okazuje sie czteroscienny.

W ten sposob dowdd twierdzenia Freudenthala — van der Waerdena zostal
zakonczony.




