O ulamkach tancuchowych pisal w Delcie
5/1979 prof. dr Andrzej Schinzel.
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O wyzszosci_utamkoéw lancuchowych
nad rozwinigciami dziesictnymi

Dr Jerzy RYLL

Czytelnicy Delty znaja doskonale rozwinigcia dziesigtne liczb rzeczywistych. Wiedza, kiedy
uilamek ma rozwinigcie skonczone, wiedzg tez, ze liczby wymierne (i tylko one) rozwijaja sie
w ulamki okresowe. Co6z to jednak jest ulamek taricuchowy?
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i postapmy z liczba a, podobnie — tzn. k, = [a,]1 jesli a, ¢ Z (zbior liczb calkowitych), to

Wezmy liczbg rzeczywista a i 6znaczmy ko = [a]. Gdy a nie jest calkowita, weimy a, =

1 1
a; = — . Idac tak dalej tworzymy dwa ciagi — (@,) i (k) (kn = [anl; anh = ka+ — —)
ay— [ﬂ'l] ns1

i mozemy napotkaé liczbe catkowita a, — otrzymamy skoriczony cigg ko, ..., ka; lub nie —
wtedy wynikiem naszego postepowania jest nieskoficzony ciag ko, k4, ... liczb naturalnych
(ko moze by¢ ujemne), W przypadku pierwszym interpretacja otrzymanego ciggu jest prosta:
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i a jest liczba wymierna. Ulamek po prawej stronie nazywamy ulamkiem lafcuchowym
diugosci n. (Tu umowa — ulamek taki bedziemy dla oszczednosci miejsca zapisywac

ko + | kl ] + ...+ |_l:_'f) Co wigcej, kazda liczba wymierna da si¢ zapisa¢ jako utamek lafcuchowy

skoniczony. Jak jednak interpretowac ciag nieskonczony?

1 = iz .
Liczbe wymierna wy = ko+ — | . [ + .+ J—%—I nazwijmy n-tym reduktem liczby a, natomiast a, —
n-1a reszta. Pokazemy, Ze ciag reduktow liczby a jest do niej zbiezny. Bedzie to uzasadnialo
1] 1]

zapis a = kg+ — % + o+ ]T + ... oraz nazwe — ulamek laficuchowy nieskonczony — dla tego

zapisu. Przedstawmy n-ty redukt w postaci utamka nieskracalnego éx (Pus Gu € Z; gu > 0).
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Wtedy ciagi (pa) i (g.) spelniaja zaleznosci rekurencyjne
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g1 = k.
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Zarazem dla dowolnych réinych od zera liczb rzeczywistych ko, ..., kn jebli liczby py, g1 (i =

;l: | 4 |k 1] (i=0,..,n. Jesli liczby k; (i = 1,2, ...)

» -..) spelniajg (1), to liczby pi, ¢: (i = 0, 1, ..

= ko+

=0, ..., n) speiajg (1), to 24 G
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pierwsze.
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.) sg wzglednie
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= (—1)""'(poq: —p1q0) = (—1)".
Tak wiec p, 1 g, nie moga mie¢ wspolnego dzielnika wigkszego niz 1.
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Mamy oczywiscie @ = ko+ l + ...+ 1] + |. Ze wzoru (1) stosowanego dla ciagu kg,
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Obliczmy rémiog_ miedzy liczba a i jej n-tym reduktem

(—1)"

_'.p_ll = Prfnlz i1t Prn—1qn— PnGnalns 1 — Pnafn—1
(nns1+ Go-1)n

G (@nBn41+Gn-1)Gn




Wystarczy pokazaé, fe cigg reduktdw
ulamka laficuchowego spelnia waranek
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reduktami sq wige ulamki %. f% uzywane

jako dobre przyblizenia liczby =.

Dlaa--i—mnmykg =0, k. = 4, a wiec

redukty to % i %. ulamkéw pofrednich

brak. Tymczasem najlepszym przybliz

jest np. % 0162 jesli wprowadzimy redukt
» X s 1

dlugodci (— 1) jako formalny iloraz o tzn.

Py = 1,4y = 0,10 wiréd ulamkow

podrednich pojawi sig -;- 5
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?mt najlepszym przyblizeniem pierwszego

rodzaju liczby -;—, ale nie jest najlepszym
przyblizeniem drugiego rodzaju, bo
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A zatem redukty parzyste sa mniejsze, a nieparzyste wicksze od @ oraz (z uwagi na
NieroOwWnosci gns1 < Gnlns1+Gn-1 < Gns1+qn)
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Ze wzoru (1) wynika, iz g, = n, a zatem lim& = a. Kazdej liczbie niewymiernej odpowiada
Gn

wigc utamek laficuchowy nieskoriczony. Ale i na odwrét — jesli dany jest ciag (k,) liczb

naturalnych (ko moze by¢ ujemne), to ciag jego reduktow jest zbiezny (do liczby niewymiernej,

oczywiscie), przy czym roznym ulamkom laficuchowym odpowiadaja rozne liczby rzeczywiste

(trzeba sig tylko umowi¢, ze ostatni wyraz w ulamku skoficzonym jest wickszy niz 1).

No dobrze, ale po co takie dziwolagi jak utamki lafcuchowe? Czy rzeczywiscie sa pod jakimis
wzgledami lepsze od rozwinigé dziesigtnych? Otoz tak — ciag reduktow jest wyrdzniony wirod
innych ciggbw liczb wymiernych, zbieznych do danej liczby rzeczywistej. Mowia o tym prawa
najlepszego przyblizenia.

Oczywiscie odleglos¢ dowolnej liczby rzeczywistej od zbioru liczb wymiernych jest zero — nie ma
sensu mOwi¢ o najlepszym przyblizeniu wsrod nich. MoZna natomiast szukac takiego elementu

wiréd liczb o mianownikach niewigkszych od ustalonej liczby m. Je$li — jest najblizszym a
m
. ki e . ;

elementem tego zbioru, to nazywamy — najlepszym przyblizeniem pierwszego rodzaju.
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Wszystkie redukty sa takimi najlepszymi przyblizeniami (bedzie to wynika¢ z dalszych rozwazan).
Ale nie tylko one. Poza nimi takimi przybliZzeniami moga by¢, lecz nie musza, ulamki posrednie,
tzn. wlamki postaci
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Mozna rozpatrywac nieco inne — mocniejsze — pojecie przyblizania. Liczbg — nazywamy
m

najlepszym przyblizeniem drugiego rodzaju, gdy spelnia warunek :
ok K
Je$li— # — i lr—sa| < |[k—mal, tos > m.
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QOczywikcie kazde takie przybliZzenie jest przyblizeniem w poprzednim sensie, ale nie odwrotnie.
Teraz moina podac peing charakteryzacje reduktow danej liczby,

Kazde najlepsze przyblizenie drugiego rodzaju liczby a jest jej reduktem i odwrotnie, kazdy
redukt jest jej najlepszym przyblizeniem drugiego rodzaju (jedyny oczywisty wyjatek to polowa
liczby nieparzyste;j i jej zerowy redukt).
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A oto dowod: Jesli ulamek — jest najlepszym przyblizeniem a = ko + ks + ...+ Tk + .., 10
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o= > kg. (Iaaczcj 1-a—ko|l < 1&-— ——l < |ma—1|, ale m = 1). Jesli — nie jest reduktem a,
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to jest zawarte migdzy dwoma reduktami a o tej samej parzystosci gt g T

lub jest wieksze
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niz il (ciag reduktéw parzystych rosnie, a nieparzystych maleje). W pierwszym przypadku
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czyli — nie jest najlepszym przyblizeniem. W drugim przypadku postepujemy podobunie,
m



Oczywidcie m, jest wyznaczone
jednoznacznie. Gdyby dla Iy # I, bylo
a—»—;?;—[ = [a— %E, toa = fot1y .

i o
Ulamek ten jest nieskracalny — inaczej samo a
(po skréceniu) byloby lepszym przyblizeniem a

niz -—;-:-’- # a — zatem jest reduktem (n-tym)
0

liczby a. Mamy wige

Pu = lot+li, @n = 2mo = kn@n-1+@n-2

(gdzie ky = 2), czylidlaky > 2lub ky = 2
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co przeczy wyborowi myg.
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Oto problem, z jakim zetkneli sie pracownicy w pewnym
instytudie badawczym. Co miesigc musieli wypelnia¢ formularze
dotyczace czasu i sposobu wykorzystania kosztownych urzadzen
w tymze instytucie. Migdzy innymi trzy rubryki: pierwsza —
czas, przez jaki urzadzenie bylo sprawne w ciagu miesigca;
druga — czas, przez jaki to urzadzenie pracowalo i trzecia,
najwazniejsza — stopiefl wykorzystania urzadzenia — iloraz dwu

poprzednich liczb.

Niestety, w kwietniu jeden z przyrzadow byl caly czas zepsuty.

Nieco bardziej skomplikowany jest dowod drugiej czesci. Cheemy pokazaé, ze redukt ‘:—” jest
N

! .
najlepszym przyblizeniem drugiego rodzaju. Wsrod ulamkow g5 o mianownikach niewickszych
niz gy wybieramy ten — o najmniejszym mianowniku — dla ktérego wyrazenie |ma—I| jest

[/
najmniejsze. Ulamek ten — ——— jest wyznaczony jednoznacznie, jest zatem najlepszym
mg

przyblizeniem a, wigc na podstawie udowot{nionego poprzednio reduktem a — powiedzmy
i—tym (i < N). Gdyby bylo i < N, otrzymaliby$my sprzecznos¢:
1 1
=
gn+gn-1

< |qua—p| < |gna—pn| <

gn+1 Guyr+qi Nt

/
(przedostatnia nier6wno$§¢ wynika z okreslenia -’;"— = i;;‘-)
0 [
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Widzielismy juz, ze |/ 2=1+ IIT| + |T| + ..., ulamek laficuchowy jest okresowy. Ulamek
okresowy zawsze przedstawia pierwiastek (niewymierny) rownania kwadratowego
o wspolczynnikach calkowitych (niewymiernos¢é kwadratowg). Jesli bowiem ulamek jest

okresowy, to cigg reszt (a,) tez jest okresowy, czyli an = a, dla m # n. A zatem
Pr-1Gn+ Pn-2 L] Pm-1Gn+ Pm-2

7] Qn-lan‘l‘qn-! & qlli—lall+ql|—3 -

czyli a, (i réwniez a) jest niewymiernoscia kwadratowa (Pa-1 Gm—1—Pm—1 Ga—1 ¥ 0).

Okazuje sig, ze rowniez odwrotnie, kazda niewymiernos¢ kwadratowa rozwija si¢ w ulamek
fancuchowy okresowy. Reszty niewymiernosci kwadratowe]j a sa rowniez niewymiernosciami
kwadratowymi. Réwnania kwadratowe, ktorych sa pierwiastkami, maja wspolczynniki wspolnie
ograniczone — jest ich wigcskoriczenie wiele. Pewne dwie reszty a,.x i ax musza by¢ wiec rowne
i utamek musi by¢ okresowy.

Utamki taficuchowe maja rowniez wady. Rozwiniecia dziesietne latwo dodawaé¢ — jak jednak
doda¢ dwa ulamki laricuchowe, tzn. jak znalezé trzeci ulamek lancuchowy bedacy ich suma?
To pytanie pozostaje bez odpowiedzi.

Zero — stwierdzil Magistef wypelniajacy formularz — przeciez
przyrzad ani chwili nie pracowal.

Jeden — powiedzial Docent, kierownik pracowni — przyrzad
pracowal caly czas, przez ktory byl sprawny.

A moze nieskoriczono$¢ — zaproponowal Adiunkt — niedoszly
uzytkownik — tyle osob cheialo przy nim pracowac, licznik jest
wigc jakby dodatni, wigc przy dzieleniu przez zero wyjdzie
nieskoriczono$¢.

Historie opowiedziat zaprzyjazniony matematyk, ktorego jeden
z pracownikow instytutu poprosil o pomoc.

Dwie pierwsze rubryki nie budzily watpliwosci: 0; 0. Ale co

napisa¢ w trzeciej?

J. R,



