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Rozwiazanie zadania M 360. Przypusémy, ze

dla kaidego x fix) = cos Bx+arcos Tx+

+ ... +azcos Ix+a cos x > 0, a wige

réwnick
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+ o483 cos(2x4 21) 4+ a; coslx+a) =
= cos 8x—a; cos Tx+ ... +4a; cos 2x—
—a;cosx > 0,

skad
26 = SN
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Mamy, podobnie jak wyzej,
a (3 + 4:-) = cos(8x+47)+ag cos(be+37)+

+a. cos{4x+ 2n) + a; cos(2ed =) = cos 8x—
—ag CO8 Ba+a, cos dx—ajz ¢cos 2x > 0
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= cos Bx+ascosdx > 0.

ie dla kazd x byloby
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= gos Bx > 0,
€0 nie jest prawda np. dla x = ;— Wynika
stad, e dia dowolnych ay, ..., @y funkcja
J musi przyjmowad réwniez wartodci ujemne.

Dystrybucje #(x) i d(x) zdefiniowane sa
nastepujico

0, x<0
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Do drugiej calki wklad daja punkty na
sferze o wspélrzednych x i ¥ réwnych zeru
(ze wzgledu na funkcje 4(x) i &(»), cayli
pélnocny i poludniowy biegun. Wkiad od
bieguna pdélnocnego jest zero ze wzgledu na
wystepowanie funkcji #(—z), pozostaje wigc
tylko wkiad od bieguna poludniowego.

W tym punkcie wersor osi = jest
antyrdwnolegly do wektora normalnego do
sfery, ich iloczyn skalarny jest wigc rowny — 1.
Stad druga calka jest rowna — g.

Monopol magnetyczny

Mgr Jerzy KOWALSKI-GLIKMAN

Teoria monopola magnetycznego zostala stworzona przez P. A. M. Diraca w 1931 roku.

W ciagu z gora 50 lat, ktore uplynely od tego czasu, nie byla ona nigdy tak popularna, jak
obecnie. Wynika to z najnowszych odkryé¢ fizyki teoretycznej. Dirac pokazal, jak wbudowac
mornopole magnetyczne w teorig elektromagnetyzmu, ale przez wiele lat nie widaé bylo powodu,
aby tak rozszerzona teori¢ stosowaé do opisu rzeczywistosci. Sytuacja zmienila sig

diametrainie w 1974 roku, kiedy to Rosjanin Poliakow i Holender t'"Hooft niezaleznie udowodnili
ze w ramach teorii, ktéra kandydowata do miana jednolitego opisu oddzialywan
elektromagnetycznych i slabych, istniejg obiekty, ktore moZna interpretowac jako monopole
magnetyczne. Teoria ta zostala co prawda pdZniej zarzucona, poniewaZz okazala sig by¢ niezgodna
z faktami doSwiadczalnymi, niemniej ze wzgledu na swoja prostote stanowi doskonale ,,poletko
dos$wiadczalne™ dla fizykow teoretykéw. Okazalo sig zreszta, Ze tego typu obiekty wystepuja we
wszystkich teoriach, branych pod uwage jako mozliwe jednolite teorie oddzialywan
elektromagnetycznych, slabych i silnych. Jeéli wicc wierzymy w siusznosé ktorejkolwiek z tych
teorii, musimy uwierzy¢ w istnienie monopoli magnetycznych.

Rozpatrzmy na poczatek sytuacje najprostsza, czyli zwykla elektrodynamike Maxwella.
W teorii tej dobrze znane jest rozwigzanie rownari Maxwella, opisujace pole punktowego
fadunku elektrycznego (monopola elektrycznego):

I q
E= =¥, B=0D
4meg T
Zbadajmy teraz sytuacje odwrotng; niech
1
E=0, B=—2,
4z r

Zrodlem takiego pola bylaby umieszczona w poczatku ukiadu wspolrzednych czastka posiadajaca
ladunek magnetyczny, czyli wiasnie monopol magnetyczny. PodejScie takie napotyka jednak od

razu powazne trudnosci. Obliczmy bowiem § B- dS, pdzie S jest sfera o §rodku w poczatku
5

ukladu wspoirzednych, Calka ta jest rowna g (na mocy ,,magnetycznego prawa Gaussa”™), ale
z drugiej strony strumief pola magnetycznego przez dowolna powierzchnig zamknigta musi byé
rowny zero (na mocy rownan Maxwella). Widzimy wiec, ze pole punktowego ladunku
magnetycznego nie jest rozwigzaniem rownan elektrodynamiki.

Dirac poradzil sobie z tym klopotem w nastepujacy sposob. Przyjal on, Ze pole magnetyczne
moze by¢ nieco innej postaci, mianowicie
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gdzie Z jest wektorem jednostkowym skierowanym wzdhuz osi z. Dodatkowy czlon w powyZszym
rownaniu moZna sobie wyobrazi¢ jako opisujacy pole nieskonczenie cienkiego solenoidu,
umieszczonego wzdluz osi z, biegnacego od z = — o0 do poczatku ukladu wspolrzednych. Mozna
ten dodatek interpretowac w ten sposob, ze solenoid dostarcza ladunek magnetyczny do miejsca,
w ktorym znajduje sie monopol. Zauwazmy, ze teraz strumien pola magnetycznego przez sferg S
rowny jest zero. Istotnie: pierwszy czion da wkiad do strumienia rowny (jak poprzednio) g,
natomiast, jak latwo sie przekonaé na podstawie definicji ,,funkcji” # i 6, calka z drugiego
czlonu wynosi —g. Pole monopola magnetycznego w postaci podanej przez Diraca zgodne jest
wiec z rOwnaniami Maxwella.

Wydawac by sig moglo, Ze cena, jaka placimy za to, jest bardzo wysoka — musimy bowiem
jednoczeénie wprowadzi¢ nieskoriczony solenoid. Okazuje si¢ jednak, Ze cena ta jest pozorna —
istnieja bowiem warunki, przy speinieniu ktorych solenoid jest nieobserwowalny. Aby to

pokazaé, rozpatrzmy nastepujacy eksperyment myslowy. Zaloézmy, ze strumien elektronow (lub
dowolnych innych czastek o ladunku elementarnym) dzielimy na dwie wiazki i puszczamy przez
dwie szczeliny na ekran (rys. 1). Mechanika kwantowa mowi, Ze na ekranie zaobserwujemy obraz
interferencyjny. Niech teraz za przestong znajduje sig cienki, bardzo diugi solenoid (rys. 2).
Okazuje si¢, ze wiedy (wniosek ten zostal potwierdzony doswiadczalnie) obraz interferencyjny
ulegnie przesunigciu, bo pole magnetyczne zmienia fazg furikcji falowej elektronu. Istniejg jednak
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Rozwiqzanie zadanin F 149, Kulp wykonuje

- warunki, w ktorych przesunigcie takie nie wystepuje. Wiedy, gdy spelniona jest rownosé

® 1 _e-di,
20T Ak

(n jest liczbg calkowita, e — ladunek elementarny, @5 — strumieri pola B przez powierzchnie
ograniczong torami 1 i 2) zmiana fazy wynosi 2zn i jest nicobserwowalna.

Wynik ten ma bardzo wazne konsekwencje dla teorii monopola magnetycznego. Jedyng metoda
obserwacji solenoidu (zwanego inaczej strung) jest badanie rozpraszania na nim czastek
naladowanych. Na mocy wzoru (1) strumiefi pola magnetycznego przez powierzchnig
przecinajgca strune wynosi —g, stad tez warunek nieobserwowalnosci struny (2) ma postac
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Roéwnanie powyzsze nosi nazwe warunku kwantyzacji Diraca (stowo kwantyzacja oznacza w tym
kontekscie, ze pewna wielkos¢ fizyczna przyjmuje jedynie wartosci bedace catkowita
wielokrotnoscia wartosci elementarnej). Warunek ten jest wnioskiem z teorii monopola Diraca.
Zapewnia on nieobserwowalnos¢ struny.

Przypatrzmy sie nieco dokladniej warunkowi (3). Zaldzmy, ze w przyrodzie istnieja czastki
majace albo ladunek elektryczny (g,), albo magnetyczny (g;), ale nie oba naraz.
Warunek Diraca przybiera postac

1
% = >mu (my jest liczbg calkowita).

Ustalmy ladunek magnetyczny g;. Wtedy wszystkie ladunki elektryczne g, musza by¢ calkowita
wielokrotnoscia 27tfifg; i mozna znaleZé najwiekszy wspolny dzielnik ng; liczb n;. Wiedy

wszystkie ladunki elekiryczne sa wielokrotnosciami go = o, . Analogicznie mozna znalezé

LA
najmniejszy tadunek magnetyczny g,. Oczywiscie, go i g 53 jednoznacznie okreslone

(z dokladnos$cig do znaku) i spelniaja warunek

£ofo 1 .
— = —np; ng calkowite.
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Konkluzja, ze istnienie izolowanego tadunku magnetycznego prowadzi do kwantyzacji ladunku
elektrycznego, jest niezwykle wazna z punktu widzenia teorii elektromagnetyzmu. Wszystkie
bowiem obserwowane w przyrodzie tadunki sa calkowitymi wielokrotnosciami {fadunku

elementarnego, a na gruncie klasycznej elektrodynamiki (bez monopoli) ten fundamentalny fakt
nie ma zadnego wytlumaczenia.

Dzis juz nikt (prawie) nie wierzy w czystg elektrodynamike. Przyjmuje si¢ raczej, Ze stanowi ona
czes¢ pewnej ogolniejszej teorii, zwanej teoria wielkiej unifikacji, ktora opisuje elektromagnetyczne,
slabe i silne oddzialywania czgstek elementarnych w sposob jednolity. W teoriach tych jest takze
miejsce na obiekty, ktore ogladane z duZej odleglosci wygladaja jak monopole magnetyczne.

Sprobujmy w duzym uproszczeniu opisaé, na czym rzecz polega. Wyobrazmy sobie n pol
podobnych do pola elektromagnetycznego oddziatujacych ze sobg w ten sposob, ze kazde z nich
jest Zrodiem pozostalych. Sposrad tych n pél tylko pole elektromagnetyczne jest wyrdznione,
poniewaz jako jedyne ma nieskoficzony zasieg dzialania; zasigg dzialania pozostalych pdl jest
porownywalny z rozmiarami czastek elementarnych.

W najprostszym modelu mamy do czynienia z szescioma polami. Sa to pola Wt i1 W~ (tzw.
naladowane bozony posrednie) oraz pola @,, @, i @, (tzw. pola Higgsa). Wszystkie pie¢ ma
skonczony zasieg. Szoste interpretujemy jako pole elektromagnetyczne o zasiggu nieskonczonym.

Zasieg dzialania pol W i @ jest ograniczony do odleglosci rzedu 10~'% cm. Mozna wigc wyobrazié
sobie konfiguracje pol taka, Zze poza obszarem o takim promieniu (zwanym rdzeniem)
wystepowac bedzie jedynie pole elektromagnetyczne. W kontekscie teorii monopola
magnetycznego intéresujgce jest pytanie, czy mozliwa jest taka konfiguracja pol w rdzeniu, aby

w duzej (> 10~ cm) odleglosci od niego pole elektromagnetyczne mialo postac jak dia
monopola magnetycznego? Czy taka konfiguracja pol bedzie stabilna?

Odpowiedz na oba pytania jest twierdzaca, a rozwiazania rownan pola spelniajace powyzsze
warunki podali Poliakow i t"Hooft. Obiekt opisany przez nich zastuguje w pelni na nazweg
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monopola magnetycznego. Rzeczywiscie, ze wzgledu na to, ze wymiary rdzenia sa bardzo mate,
makroskopowy miernik zarejestruje punktowe Zrodio pola magnetycznego.

Monopol Poliakowa — t*'Hoofta ma kilka interesujacych wlasnoscei, ktére odrézniaja go od
monopola Diraca. Przede wszystkim jest to czastka zlozona z bardziej fundamentalnych
obiektow. W fizyce znamy wiele obiektéw ztozonych, ale monopol t'Hoofta—Poliakowa jest pod
tym wzgledem wyjatkiem. Jego stabilnos¢ zagwarantowana jest przez zupelnie inne prawa niz te,
ktére zapewniaja trwalo$c jader atomowych, atomow itp. Prawa te, zwane topologicznymi
prawami zachowania, odnoszg sig raczej do fizyki klasycznej niz kwantowej i zwigzane sg ze
strukturg pol Higgsa.

Aby rozwiazanie opisujace monopol magnetyczny bylo fizycznie interesujgce (tzn. moglo
reprezentowac obiekt wystgpujacy w przyrodzie), musi mie¢ ono skonczong energi¢. Innymi
slowy, gestosé energii pola musi dazy¢ dostatecznie szybko do zera, gdy oddalamy sie od
monopola. Dla pol W gestos¢ energii jest zero tylko gdy wartos$¢ pola jest zero (tak jak

w przypadku pola elektromagnetycznego). Inaczej przedstawia si¢ sytuacja w przypadku pol @,
Ich gesto$¢ energii znika, jesli te pola sg stale w przestrzeni oraz gdy spelniony jest warunek

(@,)* 4 (P1)* + (P3)* = a* = const,

Tak wigc mozliwe konfiguracje pél Higgsa o najnizszej energii mozna przedstawi¢ za pomoca

“sfery dwuwymiarowej o promieniu a w przestrzeni, w ktorej wspolrzednymi sg @, @, i @5

(rys. 3).

Zauwazmy teraz, ze nieskonczonos$¢ w fizycznej przestrzeni trojwymiarowej mozna takze
uwaza¢ za sfere dwowymiarowa. Oznacza to tyle, ze z poczatku ukladu wspolrzednych do
nieskonczono$ci mozemy oddalac sie w ktorymkolwiek z wielu kierunkow, a kazdy z nich
odpowiada jednoznacznie pewnemu punktowi na sferze dwuwymiarowej.

Poniewaz zadamy, aby granica gestosci energii pol @ w nieskonczonoéci byla réwna zeru (aby
energia monopola byla skorniczona), widzimy, ze granica tych pél w nieskoriczonosci
wyznaczona jest przez pewne odwzorowanie S* — §2

(5% — sfera dwuwymiarowa; rys. 4).

Odwzorowania §? — S? mozna sklasyfikowaé w rodziny numerowane liczbami catkowitymi.
Aby to zobaczy¢, rozwazmy uproszczong sytuacjg odwzorowan S' — S§*' (8' — okrag), ktére
mozna sobie wyobrazi¢ w nastepujacy sposéb (rys. 5). Rozcinamy pierwszy okrag w dowolnym
punkcie i powstaly odcinek nawijamy na drugi. Po nawinigciu dwa konce musimy z powrotem
sklei¢. Kazdemu sposobowi nawiniecia odcinka na okrag przyporzadkujemy liczbe catkowita n,
mowiacg ile razy owingliSmy kélko wewngtrzne. Liczba ta jest ujemna, jedli kierunek nawijania
jest przeciwny niz zwrot umownie wybrany na kotku wewnetrznym; n = 0, jesli caly okrag
odwzorowujemy w jeden punkt, latwo zauwazyé, ze nie mozna w sposdb ciagly przejs¢ od
odwzorowania oznaczonego liczbg n do innego, oznaczonego liczba m, jesli tylko n # m.
Sytuacja w przypadku odwzorowan §2 — S? jest zupelnie analogiczna.

Wroémy do monopoli. Z powyZszego rozumowania wynika, Zze konfiguracja p6l Higgsa, a wige
i konfiguracja monopola okreélona jest calkowita liczba n. Okazuje sig, ze liczba ta zwigzana jest
z ladunkiem monopola — zachodzi bowiem roéwnos¢

1 eg
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Ponadto monopol Poliakowa — t'Hoofta jest stabilny. Jesli bowiem rozpadiby sig¢ na bardziej
elementarne obiekty, to n musialoby ulec zmianie, a to jest niemozliwe. Zwroé¢my jednak uwage,
ze monopol jest stabilny w sensie klasycznym, co bynajmniej nie gwarantuje stabilnoéci wzgledem
procesow kwantowych. Mogiby on ulegac rozpadowi na skutek tzw. zjawiska kwantowego
tunelowania (podobnego do mechanizmu rozpadu « niektérych jader atomiowych). Opisane
powyzej warunki stabilnosci nosza nazwe topologicznych praw zachowania.

Monopol Diraca moze mie¢ zupelie dowolna masg. Inaczej przedstawia sig¢ sytuacja w przypadku
monopola Poliakowa—t"Hoofta. Latwo to zrozumie¢ zauwazajac, ze monopol ten jest ukladem
zlozonym z czastek o okreslonej masie. Z analizy wymiarowej wynika wieec, Ze masa monopola
Poliakowa—t"Hoofta powinna by¢ proporcjonalna do masy czastki W. Scisle rachunki pokazuja,
Ze wspolczynnik proporcjonalnosci jest ograniczony od dolu przez odwrotno$¢ stalej struktury

1
subtelnej — = 137.
o

Wszystko, co zostalo powiedziane powyzej, przenosi si¢ bez wigkszych zmian na przypadek
monopoli opisywanych przez teorie wielkiej unifikacji. Monopole opisywane przez teorie tego
typu rézni¢ si¢ moga jednak np. masami. Dlatego tez doswiadczalne odkrycie monopoli
magnetycznych i zbadanie ich wilasciwosci datoby mozliwos¢ wybrania sposrod wielu teorii
kandydujacych do miana teorii wielkiej unifikacji tej, ktora rzeczywiscie opisuje $wiat.

&



O skutkach hamowania

Coz innego moze by¢ skutkiem hamowania, jedli nie
zmniejszanie predkoéci pojazdu, ewentualnie az do jego
zatrzymania? — po to przeciez w ogole si¢ hamuje.

Skoro tak, to zobaczmy, co dzieje si¢ ze sztucznym satelita
obiegajacym Ziemie po okregu i lekko hamowanym np. przez
rozrzedzona atmosfere. Tu akurat wazne jest, by hamowanie
bylo stabe — chodzi o to, aby w kazdej chwili satelita poruszat

sic wediug praw Keplera, w szczegolnosci stale prawie po okregu.

Zauwazamy od razu, ze spodziewane zmniejszanie predkosci
pociggnie za sobg spadanie satelity ku Ziemi, co zapewne
skomplikuje przebieg lotu. No wlasnie! Natomiast z cala
pewnoscia mozemy przewidziec, ze satelita przebijajac si¢ przez
gbrne warstwy atmosfery (choéby bardzo rozrzedzone) traci
energie, ktora w przypadku ruchu po orbicie zamknigtej jest

GMm
, gdzie m oznacza mase¢

ujemna (i wynosi E = Emﬂ‘-—

satelity, v — jego predkos¢, r — odlegloé¢ od $rodka Ziemi,

M — mase Ziemi, G — stalg grawitacji). Promieri orbity r
Zwigzany jest z energia zaleinoScia r = —GMm/(2E, a wigc
malenie (ujemnej od samego poczatku) energii powo duje malenie
promienia orbity. Ale predko$¢ na kotowej orbicie o tym
promieniu wynosi v = ;/ G(M-+m)/r, co wynika np.

z trzeciego prawa Keplera. Stad widzimy juz, Ze maleniu r
towarzyszy wzrost v, czyli lekko hamowany satelita

przyspiesza!

Oczywiscie nie bedzie tak w nieskoriczonos¢. Satelita w miare
obniZania lotu bedzie wchodzil w coraz gestsze warstwy
atmosfery, opor powietrza bedzie coraz silniejszy, wreszcie prawa
Keplera przestana opisywac jego ruch i satelita w bardzo
stromym locie ulegnie juZz autentycznemu hamowaniu, z tym Ze
przy tej predkosci powoduje to jego zniszczenie.
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Redaguje mgr Krzysztof S. NOWINSKI

M 358, Malejacy ciag liczb dodatnich (xi, xz, ...) speinia dla kazdego n nieréwno¢:

powierzchnig 1.

Rozwiazanie na str. 4

Rozwigzanie na str. 5

Wykazaé, ze dla kazdego n

Rozwiazanie na str. 12

Rozwigzanie na str. 12

X1 X4 + Xg il Xp2 < 1
1 2 3 ;
X1 X3 "
—_— 2.
1 =0 2 S <

M 359, W prostokacie o powierzchni 5 lezy 9 wielokatéw Wi, ..., Wa, z ktorych kazdy ma

Wykazaé istnienie takiej pary Wi, W;, ze powierzchnia W; n W; nie jest mniejsza niz 5

M 360. Czy mozna tak dobra¢ wspolezynniki 4y, az, ..., a7, by dla kazdego x € R

cos 8x+a, cos Tx+as cos 6x+ ... +a,cos 2x+a,cos x > 07

Redaguje mgr Tomasz TRATKIEWICZ

F 149. Jednorodna kula spoczywa na krawedzi stolu w polozeniu rownowagi nietrwalej (patrz
rysunek). W pewnej chwili kula zaczyna zeslizgiwac si¢ bez tarcia. Jaki bedzie jej ruch do
chwili utraty kontaktu z blatem i kiedy to nastgpi?

F 150. Jednorodna kula o promieniu R zeSlizguje si¢ ze schodéw wzdiuz linii najwigkszego
spadku. Stopnie maja identyczne diugosci i wysoko$ei L(L <€ R). Zakladajac, e ruch si¢
ustali wyznaczyé koncowa predkos¢ kuli. Tarcie nie wystepuje, zderzenia ze stopniami sa

doskonale niesprezyste.
Rozwiazanie na str. 12
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