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Rozwiazanie zadania M 360. Przypuscmy, ze
dla kazdegox [(x) = cos 8X+a7COS7x+
+ ... +a2cos2x+alCOSX > O,awiec
równiez

[(x+1t) = cos(8x+ 81t)+a7 cos(7x+ 71t)+
+ ... +a, cos(2x+.21t)+al cos(x+1t) =
=: cos 8x-a7 cos 7x+ ... +a2 cos 2x-

-al CQSX > O,

skad

g(x) = !(x)+['!'+1t) = cos 8x+a. cos 6x+
2

+a. cos 4x+ a2cos'2x > O.

Mamy, podobnie jak wyzej,

,7("+ -;:.) = cos(8x+41t)+a. cos(6~+31t)+

+a. cos(4~+21t)+a2 cos(2x'l-1t)= COS 8x-

-a. cos 6.• +a. cos 4,,-a, cos 2x > O

Z(X)+Z(x+ ~)
h(x) = 2

= cos8x+a.cos4x > O.

Ostatecznie dla kazdego" byloby

h(X)+h(X+ T)
2

cos 8x+a.cos4x+cos(8x+21t)+
+a.cos(~ + '.2 _

2 -

= cos 8x > Ot

Monopol magnetyczny

Mgr Jerzy KOWALSKI-GLIKMAN

Teoria monopola magnetycznego zostala stworzona przez P. A. M. Diraca w 1931 roku.

W ciagu z góra 50 lat, które uplynely od tego czasu, nie byla ona nigdy tak popularna, jak
obecnie. Wynika to z naj nowszych odkryc fizyki teoretycznej. Dirac pokazal, jak wbudowac

monopole magnetyczne w teorie elektromagnetyzmu, ale przez wiele lat nie widac bylo ;>owodu,
aby tak rozszerzona teorie stosowac do opisu rzeczywistosci. Sytuacja zmienila sie
diametralnie w 1974 roku, kiedy to Rosjanin Poliakow i Holender t'Hooft niezaleznie udowodnili.

ze w ramach teorii, klóra kandydowala do miana jednolitego opisu oddzialywan
elektromagnetycznych i slabych, istnieja obiekty, które mozna interpretowac jako monopole
magnetyczne. Teoria ta zostala co prawda pózniej zarzucona, poniewaz okazala sie byc niezgodna
z faktami doswiadczalnymi, niemniej ze wzgledu na swoja prostote stanowi doskonale "poletko
doswiadczalne" dla fizyków teoretyków. Okazalo sie zreszta, ze tego typu obiekty wystepuja we
ws~ystkich teoriach, branych pod uwage jako mozliwe jednolite teorie oddzialywan

elektromagnetycznych, slabych i silnych. Jesli wiec wierzymy w slusznosc którejkolwiek z tych
teorii, musimy uwierzyc w istnienie monopoli magnetycznych.

Rozpatrzmy na poczatek sytuacje najprostsza,czyli zwykla elektrodynamike Maxwella.
W teorii tej dobrze znane jest rozwiazanie równan Maxwella, opisujace pole punktowego
ladunku elektrycznego (monopola elektrycznego):

E= l q
4nEo -;s-r, B = O.

Zbadajmy teraz sytuacje odwrotna; niech

co nie jest prawda np. dla .•= : . Wynika
stad, ze dla dowolnychal, •.. , a7 funkcja
[musi przyjmowac równiez wartosci ujemne.

E= O, B = l g
4n -;s-r.

Zródlem takiego pola bylaby umieszczona w poczatku ukladu wspólrzednych czastka posiadajaca
ladunek magnetyczny, czyli wlasnie monopol magnetyczny. Podejscie takie napotyka jednak od

razu powazne trudnosci. Obliczmy bowiemf B· dS,gdzie Sjest sfera o srodku w poczatkus
ukladu wspólrzednych. Calka ta jest równag (na mocy "magnetycznego prawa Gaussa"), ale
z drugiej strony strumien pola magnetycznego przez dowolna powierzchnie zamknieta musi byc
równy zero (na mocy równan Maxwella). Widzimy wiec, ze pole punktowego ladunku
magnetycznego nie jest rozwiazaniem' równan elt:ktrodynamiki.
Dirac poradzil sobie z tym klopotem w nastepujacy sposób. Przyjal on, ze pole magnetyczne
moze byc nieco innej postaci, mianowicie

(I)
l g A

B = ~-r+g-&(-z)15(x)15(Y)z,
4n ,3

Dystrybucje D(x} i cl(x)zdefiniowane sa
nastepujaco

{O, x < °D(x) = l, x;. °
+00

cl(x) = ° dla x oF ° i ~ cl(x)dx =
-00

Do drugiej calki wklad daja punkty na
sferze o wspólrzednychx i y równych zeru
(ze wzgledu na funkcje cl(x) i cl(y», czyli
pólnocny i poludniowy biegun. Wklad od
bieguna p.ólnocnego jest zero ze wzgledu na
wystepowanie funkcjiD( - z), pozostaje wiec
tylko wklad od bieguna poludniowego.
W tym punkcie wersaT osi z jest
antyrównolegly do wektora normalnego do
sfery, ich iloczyn skalarny jest wiec równy - l.
Stad druga calka jest równa -g.

gdzie z jest wektorem jednostkowym skierowanym wzdluz osi z. Dodatkowy czlon w powyzszym

równaniu mozna sobie wyobrazic jako opisujacy pole nieskonczeni t) cienkiego solenoidu,
umieszczonego wzdluz osi z, biegnacego od z= - co do poczatku ukladu wspólrzednych. Mozna
ten dodatek interpretowac w ten sposób, ze solenoid dostarcza ladunek magnetyczny do miejsca,
w którym znajduje sie monopol. Zauwazmy, ze teraz strumien pola magnetycznego przez sfereS
równy jest zero. Istotnie: pierwszy czlon da wklad do strumienia równy (jak poprzednio)g,
natomiast, jak latwo sie przekonac na podstawie definicji "funkcji"-& i Q, calka z drugiego
czlonu wynosi -g. Pole monopol a magnetycznego w postaci podanej przez Diraca zgodne jest
wiec z równaniami Maxwella.

Wydawac by sie moglo, ze cena, jaka placimy za to, jest bardzo wysoka - musimy bowiem
jednoczesnie wprowadzic nieskonczony solenoid. Okazuje sie jednak, ze cena ta jest pozorna-
istnieja bowiem warunki, przy spelnieniu których solenoid jest nieobserwowalny. Aby to
pokazac, rozpatrzmy nastepujacy eksperyment myslowy. Zalózmy, ze strumien elektronów (lub
dowolnych innych czastek o ladunku elementarnym) dzielimy na dwie wiazki i puszczamy przez
dwie szczeliny na ekran (rys. 1). Mechanika kwantowa mówi, ze na ekranie zaobserwujemy obraz
interferencyjny. Niech teraz za przeslona znajduje sie cienki, bardzo dlugi solenoid (rys. 2).
Okazuje sie, ze wtedy (wniosek ten zostal potwierdzony doswiadczalnie) obraz interferencyjny
ulegnie przesunieciu, bo pole magnetyczne zmienia faze funkcji falowej elektronu. Istnieja jednak



warunki, w których przesuniecie takie nie wystepuje. Wtedy, gdy spelniona jest równosc

(n jest liczba calkowita, e - ladunek elementarny,WB - strumien polaB przez powierzchnie
ograniczona torami l i 2) zmiana fazy wynosi2nn i jest nieobserwowalna.

Wynik ten ma bardzo wazne konsekwencje dla teorii monopola magnetycznego. Jedyna metoda
obserwacji solenoidu (zwanego inaczej struna) jest badanie rozpraszania na nim czastek
naladowanych. Na mocy wzoru (1) strumien pola magnetycznego przez powierzchnie
przecinajaca strune wynosi-g, stad tez warunek nieobserwowalnosci struny (2) ma postac

1 e'WB-n=---
2 4nli

(2)

Rys. l

Równanie powyzsze nosi nazwe warunku kwantyzacji Diraca (slowo kwantyzacja oznacza w tym
kontekscie, ze pewna wielkosc fizyczna przyjmuje jedynie wartosci bedace calkowita

wielokrotnoscia wartosci elementarnej). Warunek ten jest wnioskiem z teorii monopol a Diraca.
Zapewnia on nieobserwowalnosc struny.

(3)
l eg-n=--.
2 4nli

solenoid

Rys.2
Przypatrzmy sie nieco dokladniej warunkowi (3). Zalózmy, ze w przyrodzie istnieja czastki
majace albo ladunek elektryczny(qt), albo magnetyczny (g}), ale nie oba naraz.
Warunek Diraca przybiera postac

(nI) jest liczba calkowita).

Rozwiazanie zadania F 149. ~ula wykonuje

ruch postepowy, a kazdy jej punktporU~Zd \ie
po okregu o promienia równym
promil niowi kuli.
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Ustalmy ladunek magnetycznyg}. Wtedy wszystkie ladunki elektryczneq, musza byc calkowita
wielokrotnoscia 2nlijg} i mozna znalezc najwiekszy wspólny dzielniknO} liczb nI}. Wtedy

. 2nli

wszystkie ladunki elektryczne sa wielokrotnosciamiqo = nOj --. Analogicznie mozna znalezc
gj

najmniejszy ladunek magnetycznygo. Oczywiscie, go i qo sa jednoznacznie okreslone
(z dokladnoscia do znaku) i spelniaja warunek

no calkowite.

Konkluzja, ze istnienie izolowanego ladunku magnetycznego prowadzi do kwantyzacji ladunku
elektrycznego, jest niezwykle wazna z punktu widzenia teorii elektromagnetyzmu. Wszystkie
bowiem obserwowane w przyrodzie ladunki sa calkowitymi wielokrotnosciami ladunku
elementarnego, a na gruncie klasycznej elektrodynamiki (bez monopoli) ten fundamentalny fakt
nie ma zadnego wytlumaczenia.

Dzis juz nikt (prawie) nie wierzy w czysta elektrodynamike. Przyjmuje sie raczej, ze stanowi ona
czesc pewnej ogólniejszej teorii, zwanej teoria wielkiej unifikacji, która opisuje elektromagnetyczne,
slabe i silne oddzialywania czastek elementarnych w sposób jednolity. W teoriach tych jest takze

miejsce na obiekty, które ogladane z duzej odleglosci wygladaja jak monopole magnetyczne.

Spróbujmy w duzym uproszczeniu opisac, na czym rzecz polega. Wyobrazmy sobien pól
podobnych do pola elektromagnetycznego oddzialujacych ze soba w ten sposób, ze kazde z nich
jest zródlem pozostalych. Sposród tychn pól tylko pole elektromagnetyczne jest wyróznione,
poniewaz jako jedyne ma nieskonczony zasieg dzialania; zasieg dzialania pozostalych pól jest
porównywalny z rozmiarami czastek elementarnych.

W najprostszym modelu mamy do czynienia z szescioma polami. Sa to polaW+ i W- (tzw.
naladowane bozony posrednie) oraz polaWI , W2 i W3 (tzw. pola Higgsa). Wszystkie piec ma
skonczony zasieg. Szóste interpretujemy jako pole elektromagnetyczne o zasiegu nieskonczonym.

Zasieg dzialania pólW i f/> jest ograniczony do odleglosci rzedu10-15 cm. Mozna wiec wyobrazic
sobie konfiguracje pól taka, ze poza obszarem o takim promieniu (zwanym rdzeniem)
wystepowac bedzie jedynie pole elektromagnetyczne. W kontekscie teorii monopola
magnetycznego interesujace jest pytanie, czy mozliwa jest taka konfiguracja pól w rdzeniu, aby
w duzej (;il> 10-15 cm) odleglosci od niego pole elektromagnetyczne mialo postac jak dla
monopola magnetycznego? Czy taka konfiguracja pól bedzie stabilna?

Odpowiedz na oba pytania jest twierdzaca, a rozwiazania równan pola spelniajace powyzsze
warunki podali Poliakow i t'Hooft. Obiekt opisany przez nich zasluguje w pelni na nazwe
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f,+,§+,§=a2

monopola magnetycznego. Rzeczywiscie, ze wzgledu na to, ze wymiary rdzenia sa bardzo mah~,
makroskopowy miernik zarejestruje punktowe zródlo pola magnetycznego.

Rys 3

'Y

'2

Rys 4

'1

x

;1

Monopol Poliakowa - t'Hoofta ma kilka interesujacych wlasnosci, które odrózniaja go od
_ monopola Diraca. Przede wszystkim jest to czastka zlozona z bardziej fundamentalnych

obiektów. W fizyce znamy wiele obiektów zlozonych, ale monopol t'Hoofta-Poliakowa jest pod
tym wzgledem wyjatkiem. Jego stabilnosc zagwarantowana jest przez zupelnie inne prawa niz te,
które zapewniaja trwalosc jader atomowych, atomów itp. Prawa te, zwane topologicznymi
prawami zachowania, odnosza sie raczej do fizyki klasycznej niz kwantowej i zwiazane sa ze
struktura pól Higgsa.

Aby rozwiazanie opisujace monopol magnetyczny bylo fizycznie interesujace (tzn. moglo
reprezentowac obiekt wystepujacy w przyrodzie); musi miec ono skonczona energie. Innymi
slowy, gestosc energii pola musi dazyc dostatecznie szybko do zera, gdy oddalamy sie od
monopola. Dla pól W gestosc energii jest zero tylko gdy wartosc pola jest zero (tak jak
w przypadku pola elektromagnetycznego). Inaczej przedstawia sie sytuacja w przypadku pólrp.

Ich gestosc energii znika, jesli te pola sa stale w przestrzeni oraz gdy spelniony jest warunek

(rp,)' + (rp,)' + (rp3)2 = a2 = const.

Tak wiec mozliwe konfi~uracje pól Higgsa o naj nizszej energii mozna przedstawic za pomoca
- sfery dwuwymiarowej o promieniua w przestrzeni, w której wspólrzednymi sarp" rp, i rp3

(rys. 3).

Zauwazmy teraz, ze nieskonczonosc w fizycznej- przestrzeni trójwymiarowej mozna takze
uwazac za sfere dwuwymiarowa. Oznacza to tyle, ze z poczatku ukladu wspólrzednych do
nieskonczonosci mozemy oddalac sie w którymkolwiek z wielu kierunków, a kazdy z nich
odpowiada jednoznacznie pewnemu punktowi na sferze dwuwymiarowej.

Poniewaz zadamy, aby granica gestosci energii pólrp w nieskonczonosci byla równa zeru (aby
energia monopol a byla skonczona), widzimy, ze granica tych pól w nieskonczonosci
wyznaczonajest przez pewne odwzorowanieS'-+ S:J.

(S2 - sfera dwuwymiarowa; rys. 4).

Odwzorowania S2-+ S2mozna sklasyfikowac w rodziny numerowane liczbami calkowitymi.
Aby to zobaczyc, rozwazmy uproszczona sytuacje odwzorowanS' -+ S' (S' - okrag), które
mozna sobie wyobrazic w nastepujacy sposób (rys. 5). Rozcinamy pierwszy okrag w dówolnym
punkcie i powstaly odcinek nawijamy na drugi. Po nawinieciu dwa konce musimy z powrotem
skleic. Kazdemu sposobowi nawiniecia odcinka na okrag przyporzadkujemy liczbe calkowitan,
mówiaca ile razy owinelismy kólko wewnetrzne. Li«zba ta jest ujemna, jesli kierunek nawijania
jest przeciwny niz zwrot umownie wybrany na kólku wewnetrznym;n = O, jesli.caly okrag

odwzorowujemy w jeden punkt, latwo zauwazyc, ze nie mozna w sposób ciagly przejsc Qd
odwzorowania oznaczonego liczban do innego, oznaczonego liczbam, jesli tylko n i= m.
Sytuacja w przypadku odwzorowan-8' -+ S2 jest zupelnie analogiczna.

Wszystko, co zostalo powiedziane powyzej, przenosi sie bez wiekszych zmian na przypadek
monopoli opisywanych przez teorie wielkiej unifikacji. Monopole opisywane przez teorie tego
typu róznic' sie moga jednak np. masami. Dlatego tez doswiadczalne odkrycie monopoli
magnetycznych i zbadanie ich wlasciwosci daloby mozliwosc wybrania sposród wielu teorii
kandydujacych do miana teorii wielkiej unifikacji tej, która rzeczywiscie opisuje swiat.

Ponadto monopol Poliakowa - t'Hoofta jest stabilny. Jesli bowiem rozpadlby sie na bardziej
elementarne obiekty, ton musialoby ulec zmianie, a to jest niemozliwe. ZwrÓCmy jednak uwage,
ze monopol jest stabilny w sensie klasycznym, co bynajmniej nie gwarantuje stabilnosci wzgledem
procesów kwantowych. Móglby on ulegac rozpadowi na skutek tzw. zjawiska kwantowego

tunelowania (podobnego do mechanizmu rozpaduex niektórych jader atomowych). Opisane
powyzej warunki stabilnosci nosza nazwe topologicznych praw zachowania.
Monopol Diraca moze miec zupelnie dowolna mase. Inaczej przedstawia sie sytuacja w przypadku

monopola Poliakowa-t'Hoofta. Latwo to zrozumiec zauwazajac, ze monopol ten jest ukladem
zlozonym z czastek o okreslonej masie. Z analizy wymiarowej wynika wiec, ze masa monopol a
Poliakowa-t'Hoofta powinna byc proporcjonalna do masy czastkiW. Scisle rachunki pokazuja,
ze wspólczynnik proporcjonalnosci jest ograniczony od dolu przez odwrotnosc stalej struktury

1
subtelnej -= 137.

ex

1 eg-n---
2 -4nn'

Wrócmy do monopoli. Z powyzszego rozumowania wynika, ze konfiguracja pól Higgsa, a wiec
i konfiguracja monopola okreslona jest calkowita liczban. Okazuje sie, ze liczba ta zwiazana jest
z ladunkiem monopola - zachodzi bowiem równosc
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o skutkach hamowania

Cóz innego moze byc skutkiem hamowania, jesli nie
zmniejszanie predkosci pojazdu, ewentualnie az do jego
zatrzymania? - po to przeciez w ogóle sie hamuje.

Skoro tak, to zobaczmy, co dzieje sie ze sztucznym satelita

obiegajacym Ziemie po okregu i lekko hamowanym np. przez
rozrzedzona atmosfere. Tu akurat wazne jest, by hamowanie
bylo slabe - chodzi o to, aby w kazdej chwili satelita poruszal
sie wedlug praw KepIera, w szczególnosci stale prawie po okregu.

( 1 GMm .
ujemna i wynosi E = - mv2 - ---, gdzie m oznacza mase

2 r

satelity, v - jego predkosc, r - odleglosc od srodka Ziemi,
M - mase Ziemi, G - stala grawitacji). Promien orbityr
zwiazany jest z energia zaleznosciar = -GMm/2E, a wiec
malenie (ujemnej od samego poczatku) energii powoduje malenie
promienia orbity. Ale predkosc na kolowej orbicie o tym

promieniu wynosiv = yG(M+m)/r, co wynika np.
z trzeciego prawa KepIera. Stad widzimy juz, ze maleniur

towarzyszy wzrostv, czyli lekko hamowany satelita
przyspiesza!

Zauwazamy od razu, ze spodziewane zmniejszanie predkosci

pociagnie za soba spadanie satelity ku Ziemi, co zapewne
skomplikuje przebieg lotu. No wlasnie! Natomiast z cala
pewnoscia mozemy przewidziec, ze satelita przebijajac sie przez
górne warstwy atmosfery (chocby bardzo rozrzedzone) traci
energie, która w przypadku ruchu po orbicie zamknietej jest

Oczywiscie nie bedzie tak w nieskonczonosc. Satelita w miare
obnizania lotu bedzie wchodzil w coraz gestsze warstwy
atmosfery, opór powietrza bedzie coraz silniejszy, wreszcie prawa

KepIera przestana opisywac jego ruch i satelita w bardzo
stromym locie ulegnie juz autentycznemu hamowaniu, z tym ze
przy tej predkosci powoduje to jego zniszczenie.

& Zadania

Redaguje mgr KrzysztofS. NOWINSKI

M 358. Malejacy ciag liczb dodatnich(Xl> X2, ••. ) spelnia dla kazdegon nierównosc:

Xl X4 X9 X"2-+-+-+ ...+-.s:; 1.
1 2 3 n

Rozwiazanie na str. 12

M 360. Czy mozna tak dobrac wspólczynniki al,a2, .. '., a7, by dla kazdegoX E R

cos 8x+a7 cos 7x+a6 cos 6x+ ... +a2cos 2x+alcos X> O?

Rozwiazanie na str. 4

M 359. W prostokacie o powierzchni 5 lezy 9 wielokatówWl, ... , W9, z których kazdy ma

powierzchnie 1.
./ ·1

Wykazac istnienie takiej paryWf, WJ, ze powierzchnia Wf' ('\ WJ nie jest mniejsza niz -.9

Xl X2 X"-' +-+ ...+- < 2.
1 2 n'

Rozwiazanie na str. 12

Wykazac, ze dla kazdegon

Redaguje mgr Tomasz TRATKIEWICZ

F 149. Jednorodna kula spoczywa na krawedzi stolu w polozeniu równowagi nietrwalej (patrz
rysunek). W pewnej chwili kula zaczyna zeslizgiwac sie bez tarcia. Jaki bedzie jej ruch do
chwili utraty kontaktu z blatem i kiedy to nastapi?
Rozwiazanie na str. 5

F 150. Jednorodna kula o promieniuR zeslizguje sie ze schodów wzdluz linii najwiekszego
spadku. Stopnie maja identyczne dlugosci i wysokosciL(L ~ R). Zakladajac, ze ruch sie
ustali wyznaczyc koncowa predkosc kuli. Tarcie nie wystepuje, zderzenia ze stopniami sa
doskonale niesprezyste.
Rozwiazanie na str. 12
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