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Kazdy, kto nadeéle pod adresem redakcji rozwigzanie wraz z zaadresowang do
siebie kopertq — wigksza — z naklejonym znaczkiem, otrzyma wydruk

z komy azk zem do tego rozwigzani

Mizar MSE (7)

W dotychezas przedstawianych dowodach wszedzie tam, gdzie
krok dowodowy wymagal uzasadnienia, uzywaliémy powolan na
przestanki (by, then, hence), gdyZ to wystarczalo. Czasem jednak
jakiegos faktu pomocniczego — takiego malego ,,lematu™ — tg
droga nie mozna uzasadnic, bo albo nie wiemy jak tego
dokonac, albo modut sprawdzajacy Mizara (checker) i tak by
tego nie zaakceptowal. CoZz wtedy? Oczywiscie, nalezy zbudowac
dowod dla takiego faktu.

Mizar MSE pozwala na budowanie dowodow wewnatrz
innych dowodow. Zasady konstruowania tych wewnetrznych sa
takie same jak dowodéw glownych. Objasniimy to na
nastepujacym, sztucznym przykladzie, gdzie teza jest koniunkcja
dwu faktow, ktorych moglibySmy dowodzi¢ oddzielnie.

(FOR X EX ¥ ST NWLXsYI & X€3Y) A& (FOR X EX Y ST NULY:X1 & X(2Y)
EROOF
THUS FOR X EX Y ST NWLEXeY1 & XCOY
FROOGF LET X* BE ULAKMERSF
CONSIDER Y* SUCH THAT
AT XTOAYT & NWEX'«Y"1 BY NIEDGRANICZONOSC:
THUS EX Y ST NWEXT»¥Y1 & X7<3Y BY Af
ENDF
THUS FOR X EX Y ST NWCYeX3 & X{0¥
FROOF LET X* BE ULAMENG
COMSIDER Y' SUCH THAT
ATTE XTLIYY & MWEY? X1 BY NIEOGRANICZONOSC:
THUS EX Y ST NWLYe«X"1 & X"{}Y BY A""
END
END3F

Dowodzong tez¢ wyjsciowa wykazaliSmy w dowodzie przez
kolejne konkluzje obu jej czionéw (ktore zrobilismy w ,,ciemno™),
przy czym dla kazdej z nich przedstawiliémy dowod.

Oczywiscie w dowodach wewngtrznych mozemy uzywaé symbolu
thesis, kiory w tym przypadku odnosi sie do tezy tego
wewngtrznego dowodu. Znaczenie thesis dowodu glownego Zyje
wiedy swoim odrgbnym Zyciem (nie zmienia sig¢). Co wiecej,

w naszym przykladzie drugi wewnetrzny dowod mozemy
wyeliminowa¢ piszac go jako fragment dowodu gléwnego. Mamy
bowiem wtedy udowodni¢ po prostu drugi z cztonow

wyisciowej koniunkcji, co po pierwszej konkluzji jest wiasnie
trescia thesis w dowodzie glownym. Popatrzmy.

(Fagox EX ¥ ST MUCX»Y] & X€IY) & (FOR X EX ¥ ST NULY:X1 & XOY)
PROOF
THUS FOR X EX Y BT NWEXeY1 & X<3Y
PROOF LET X' BE ULAMEKS
CONSIDER ¥* SUCH THAT
AT XPEIYT & NWEXT#Y'3 BY NIEOGRANICZONOSCS
THUS THESIS BY A"
ENDF
LET X* BE ULAMEKF
CONSTDER Y’ SUCH THAT
ATTE XTCOYT & NWCYTHX"1 BY NIEOGRANICZONOSCH
THUS THESLS BY A**
END7

Podkreslmy jeszcze raz, ze dwukrotne wystapienie thesis za
kazdym razem odnosilo sig do innego dowodu i znaczylo co
innego. W nastgpujacym przykladzie réwniez wielekroé¢
postuzymy si¢ symbolem thesis, i cho¢ tym razem w kazdym
przypadku oznacza¢ bedzie ono takie same zdanie, to w dwu
przypadkach z innych powodéw niz w trzech pozostalych.
DowiedZzmy, ze dla dowolnych dwu ulamkow istnieje ulamek
niemniejszy od kazdego z nich.

FOR Xs¥ EX Z ST NMLX#Z1 & NWEY,Z]
FROOF LET X’yY’ BE ULAMERF
Az NWCX?*»Y"] IMPLIES THESIS
PROOF
ASSUME NWEX®»¥713 s
THEN MNWLCX*rY"1 & NMLCY":Y'1 BY ZWROTNOSCH
HENCE THESIS
EMIIF
HHCY*»%*] IMPLIES THESIS
PROOF
ASSUHE B: NWLY?.X71F .
NUWLX*+X"1 BY ZWROTHOSCH
HENCE THESIS BY B
ENDE
HENCE THEESIS BY A»SFOJNDGC
ENDS

Jest to do$é typowy sposob korzystania z przestanki bedacej
alternatywa (tutaj otrzymywanej niejawnie z aksjomatu
spojnosci). Pokazujemy wtedy, ze dowodzona teza wynika tak
z jednego, jak i drugiego jej cztonu. Gdyby alternatywa miala
wiecej czionéw, to musieliby$my oczywiscie zrobi¢ to dla
kazdego jej skladnika.

Stosowanie dowoddw wewnetrznych jest wygodne przy
dowodzeniu tez zawierajgcych spojnik zdaniowy rownowaznosci
(iff). W Mizarze MSE takiej tezy musimy dowodzi¢ wykazujae,
ze zachodzi koniunkcja dwu implikacji; mianowicie, Ze pierwszy
czlon rownowaznoéci implikuje drugi, oraz ze drugi jej czlon
implikuje pierwszy. Spojrzmy na prosty przykiad

FOR Xo¥ HOLDS NWEXyYD & XO3Y IFF MOT MWCYsX1

FRODF LET X*y¥’” BE ULAMEKF

THUS RNWLCX'»¥*1 & X*CXY' IMPLIES MNOT MNWLY'«X*1 BY ANTYSYHETRIAS

THUS NOT NWLY?«X*] IMFLIES NHEX*+Y"3 & X*COYT

BY SFOJNDSC+ANTYSYMETRIA

ENDF
Kolejnos$¢ wykazywania tych implikacji jest istotna i musi byé
taka jak wyzej. Jest to wymog checkera. W tym prostym
przyktadzie obyliSmy sig¢ jeszcze bez dowodu wewnetrznego, ale
w anastgpnym uzyjemy dowodu zagniezdzonego dwukrotnie.
FOR X«Y HOLDS

C(EX £ 5T NWLX.Z] & NWLEZ,Y1 & X{XZ & Z4OYY IFF (XY b NWEXeYDD

FPROOF LET X+Y BE LLAMEKF

THUS (EX Z ST NWEX»Z1 & NWCZeY1 & XCXZ & ZOXY)
IHPLIES (X43Y & NWEX:Y1)
PROOF
GIVEN Z SUCH THAT
At NWEXeZI AND Bz NWLCZeY] AND C: X4)Z AND Z{3YH
THUS X(>Y
PROOF ASSUME X=Y§7 THEN NMLCXsZ1 & NWLZ.X] BY A«BF

THEN Z=X BY ANTYSYMETRIA?
HENCE CONTRADICTION BY C

ENDF
THUS NWLX:Y] BY FRZECHDDNIOSCsArB -
ENDF
THUS THESIS BY GESTOSC
ENDF

W tym przykladzie thesis oznaczalo wiasnie tg druga
implikacje wymagang do dowodu rownowaznoéci (bo pierwsza,
juz dowiedziona, byla przedmiotem czesciowej konkluzji).

W nastepnym odcinku pokazemy, jak mozna eliminowac
dowody przez pewng konstrukcj¢, bedacg w wielu przypadkach
odpowiednikiem dowodu, choé¢ bez jawnego napisania, jakiej
tezy dowodzimy.

HIEDZY: FOR X»YsZ HOLDS MEX+Y»Z1 IFF MUCX:YD & NWCY#Z3

Zadania. Rozszerzmy nasz wstep dotyczgcy ulamkow
o nastepujgcy aksjomat (bedacy w istocie definicja predykatu
M — | lezenia migdzy”).

Prosze teraz udowodni¢ nastepujace tezy:

T208 FOR Xe'r HOLDS X<3Y IFF (NOT NWEXeY] OR NOT NWECYyX1)
T2L1: FOR XoeYeZoX® BT MOXeYeZl & MLCXeX's¥Y] HOLDS MOCXpXT#Z]
T22: FOR XeYsZoXToY" ST MCXeX" 0¥ & MCYsY"#Z2

HOLDS MOXrYeZ1 & HOX"e¥eY"2
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