Paradoks czasu czekania

Prof. dr Bolestaw KOPOCINSKI

We#my na wstepie pod uwage model zajezdni autobusowej. Nie
popelnimy znaczacych niedokladnoéci przyjmujac, ze autobusy
podjezdzaja na przystanek w catkowitych minutach.

Powszechnie ceni si¢ deterministyczne rozklady jazdy, dla nas
takie modele nie sg interesujace. Zajmiemy si¢ rozkladami jazdy
zaleznymi od przypadku, a wérdd nich modelem czysto losowym,
wcale nie najgorszym.

W dalszym ciggu przyjazd autobusu nazywamy sygnalem. Chwile
sygnalow kladziemy na osi czasu tworzac tym samym strumien
sygnalow. Rozwaza¢ bedziemy odstepy czasu migdzy sygnatami

i czas czekania na sygnal poczawszy od okreslonej chwili.

Model czysto losowy. Przypusémy, Ze sygnat pojawia si¢ w chwili
i= 0, natomiast chwilami pojawienia si¢ dalszych sygnalow
rzadzi pewien cigg prob Bernoulliego. Ciag ten stanowig proby
niezalezne, w ktorych mozliwe sa tylko dwa wyniki i ich
prawdopodobiefistwa pozostaja te same przez caly czas prob.
Dla ustalenia uwagi mozemy przy tym mysle¢ o serii rzutow
asymetryczng moneta, o prawdopodobienstwie orla (sukces)
rownym p i prawdopodobienstwie reszki (porazka) rownym

q = 1—p, Mowimy, ze w strumieniu sygnaléw w danej chwili
pojawia si¢ sygnal, jesli w odpowiednim miejscu w ciagu prob
Bernoulliego zdarza si¢ sukces, nie ma sygnalu w przeciwnym
razie.

Wezmy pod uwage zmienna losowa X okreslong jako odstep
czasu miedzy kolejnymi sygnalami. Ma ona rozklad
prawdopodobienstwa zwany rozkladem geometrycznym

pi = Pr(X =Ky =44p,, k=%

Srednia dlugoé¢ odstepu, zdefiniowana wzorem u = p, +2p2+
+3ps+ ... jest rowna 1/p.

Niech 7 bedzie ustalona chwila oraz Y, bedzie czasem czekania
na pierwszy sygnat po chwili i. Tym samym przyjmujemy, Ze
pasazer nie moze odjecha¢ bez czekania, nawet jezeli przyjscie
na przystanek i odjazd autobusu nastepuja w tej samej chwili.
Zmienng losowa ¥, nazwiemy czasem resztowym. Z opisu ciagu
prob Bernoulliego wynika, ze czas resztowy nie zalezy od czasu,
Jjaki uplynat do chwili i od chwil{ poprzedniego sygnatu i ma
taki sam rozklad jak zmienna losowa X czasu od sygnatu do
sygnatu.

Model mozna rozwazaé nieco inaczej, a wniosek bedzie dalej
idacy. Aby uwolni¢ si¢ od zaklocenia wywolanego poczatkiem
czasu, rozwazmy ciag prob Bernoulliego ponumerowanych
liczbami calkowitymi, a wiec rozwazmy ciag sygnalow
rozciggnigtych na wszystkie liczby catkowite nie wyrdzniajac
sygnalem chwili / = 0. Niech Z, oznacza czas, jaki uplynat do
chwili i od chwili poprzedniego sygnalu (Z, = 0, jesli w chwili §
zdarzyi si¢ sygnal). Teraz latwo zauwazy¢, Ze zmienna losowa Z,
ma rozklad prawdopodobieristwa Pr(Z; = k) = ¢*p, k = 0, 1, ...,
z wartoscig oczekiwana (1/p)— 1, oraz zmienne losowe Z,i Y| sa
niezaleZzne.

Paradoksalny jest fakt, ze jakkolwiek wszystkie odstepy miedzy
kolejnymi sygnalami maja ten sam rozkiad prawdopodobienstwa
z wartoscig Srednig 1/p, to chwila i wybrana dowolnie znajduje
si¢ w odstepie o rozkladzie prawdopodobienstwa z wartoscig
$rednig (2/p)— 1.

Model ogilny. Rozwazmy teraz model laczacy cechy modelu
deterministycznego i losowego. Przyjmijmy, ze odstep miedzy
n-tym i n+ 1-szym sygnalem jest zmienng losowg X, o pewnym
rozkladzie prawdopodobienstwa py = Pr(X, = k), k = 1,2, ...,
niezaleznym od n. Ponadto zalézmy, ze wszystkie zmienne
losowe X, X,, ... sa niezalezne. Warto$¢ érednia odstepu
zdefiniowana jak poprzednio niech bedzie skornczona.

Niech u; oznacza prawdopodobienstwo sygnalu w chwili /.
Prawdopodobienstwa u;, i = 0, 1, ... , spelniajg rownanie
rekurencyjne

ug =1,
m ; ,

W= Ugprt+uypr+ ... Y1 pi, i=1,2...
Przy dowodzie tych zaleznosci wystarczy zauwazy¢, ze ostatni
sygnal przed chwilg i moze sig zdarzy¢ w chwili 0, 1, ..., i—1,
skorzysta¢ z wzoru na prawdopodobienstwo calkowite
i zalozen dotyczacych odstepéw miedzy sygnalami.

Rozkiad prawdopodobienstwa zmiennej losowej Y,
zdefiniowanej jak poprzednio, mozemy przedstawi¢ nastepujgco

2) Pr(Yi=k) = pioxtuy proysxdtaProzin+ oo +uipx,
k=120

Roéwnanie (1) nazywa sig rownaniem odnowy i ma znaczenie

w teorii odnowy i teorii niezawodnosci. Tamze X, interpretuje
sie jako czas pracy pewnego elementu, a chwile sygnalow sa
chwilami elementow konczacych pracg. W przypadku
geometrycznego rozkladu czasu pracy elementu mamy u; = 1/
dlai= 1,2, ..., winnych przypadkach obserwuje sie
charakterystyczne zanikajace oscylacje ciggu.

Interesujgca jest asymptotyka u, przy i — 0. Otoz, jezeli dla
pewnego N mamy «&; > 0 dla { > N, to istnieje granica

lim u; = 1/u. Ten fakt moze by¢ wykorzystany do
i

znalezienia rozkladu granicznego czasu resztowego. Oczywiscie
prawdopodobienstwo py.: dazy do zera przy i —+ o0,
znalezienie granicy pozostalych w (2) wyrazéw nie jest
natychmiastowe, bo rosnie liczba wyrazow tej sumy. Mozna
pokaza¢ elementarnie, Ze w;px+ ... +#; Pi-ysx — nfp gdy

i— oo, gdziery = pet+Prsr ... k=1,2,....

Rozktad prawdopodobienstwa py = rif/p, k = 1,2, ... nazywa si¢
granicznym rozkladem resztowym. Formalnie mozna go

obliczy¢ dla kazdego rozkladu o skonczonej sredniej.

W przypadku rozkladu geometrycznego rozklad resztowy jest
taki sam. Rozklad deterministyczny py = l dlak = mip, = 0
dla k # m zostal wykluczony z rozwazan na wstgpie, nie jest
takze dopuszczalny do rozwazan asymptotycznych teorii odnowy.
Formalnie moZemy jednak obliczyé: pf = 1/m, k = 1,2, ... m,
Pr=0,k=m+1,m+2, ..

Wartos¢ srednia w rozkladzie deterministycznym jest rowna m,
natomiast w odpowiadajacym mu rozkladzie resztowym jest
mniejsza i wynosi (m+1)/2.

Graniczny resztowy rozklad prawdopodobieristwa ma ciekawe
wiasnosci. Dla sformutowania jednej z nich potrzebne jest
pojecie wariancji. Wariancja zmiennej losowej X o rozkladzie
P, k = 1,2, ..., nazywamy liczbg
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Teraz obliczymy $rednia w rozkladzie p}, k = 1,2, ....
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Paradoks. Mozna zapyta¢, czy istniejg rozklady odstgpow
miedzy sygnalami, dla ktorych czasy resztowe sa $rednio
wigksze. OdpowiedZ wynika natychmiast ze wzoru (3), wszystko
zalezy od wariancji. Dla rozkladow prawdopodobieristwa

bliskich deterministycznego (6% male) paradoks nie jest
spodziewany. Istniejg jednakze rozklady prawdopodobieristwa,
dla ktorych, przy danej $redniej, wariancja jest dowolnie duza
albo nieskonczona. Wowczas odpowiedZ na nasze pytanie jest
twierdzaca.

Najczesciej przy losowych rozkladach jazdy autobusow
odpowiednie 6% jest duze. Wéwczas nie ma racji osoba, ktora

z zalem powiada, Ze uciekl jej autobus w chwili, gdy przyszla na
przystanek. Jej sredni czas czekania jest krotszy, aniZeli §redni
czas czekania osoby przychodzacej na przystanek w wybranym
na chybit trafit momeriCie czasu.

(Intuicyjne wyjasnienie paradoksu znajduje si¢ w numerze.)
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Redaguje mgr Krzysztof S. NOWINSKI

M 355. Przypomnijmy, Ze ciggiem Fibonacciego nazywamy ciag okreslony rekurencyjnie:

Wykazad, ze dia k =
gl Rozwigzanie na str. 8

ar=ar=1, Gpy =td, dlanz2.

Isuma Su,x = @nsg+ansa+ ... +an4x nie moze byé liczbg Fibonacciego.

g . ' M 356. Srednica D zbioru A nazywamy liczbe

x, yed

nierown os¢

Rozwigzanie na str, 2

Rozwigzanie na str. 5

Rozwiazanie na str. 2

/ D(A) = sup d(x, y), gdzie d(x,y) jest odlegloscia x od y.

Punktem $rodkowym zbioru lezacego w przestrzeni euklidesowej nazywamy $rodek odcinka
o koncach nalezgcych do A4 i dlugosci D(A).

Wykazac, ze dla zbioru S(A) wszystkich punktow srodkowych zbioru A4 prawdziwa jest

v"

D(8(A)) < —— D(A)

i Ze oszacowania tego nie mozna poprawic,

M 357. Niech x bedzie dowolng liczbg niewymierna. Wykazac, zZe istnieje takie n < 1000, ze

1
wsrod utamkow o mianowniku # znajduje sie utamek przyblizajgey x z doktadnoscia Tooon "

Redaguje mgr Tomasz TRATKIEWICZ

F 148. a) W przewodzacym walcu W skupione jest pole magnetyczne (rys. a). Gigtkie przewody
lacza galwanometr G ze stykajacymi sie na powierzchni walca kontaktami $lizgowymi K, i K,
ktore nastgpnie przesuwaja si¢ po powierzchni bocznej walca az do ponownego zetkniecia

w polozeniu.K; i K.

b) Walec miedziany wiruje w polu magnetycznym.

Do jego osi | powierzchni bocznej podiaczony jest za pomoca szczotek czuly miernik (rys. b).

¢) Metalowa ramka ABCD wiruje wokél przewodzacego magnesu walcowego i poprzez
slizgacze A i D tworzy obwod zamkniety,

Prawo indukcji elektromagnetycznej mowi, ze sifa elektromotoryczna indukcji w obwodzie

ka‘(b
g= —k—
dr

dd

jest proporcjonalna do szybko$ci zmian strumienia magnetycznego Ty obejmowanego przez
t

obwod (k — wspolczynnik proporcjonalnosci zalezny od ukladu jednostek).

Zgodnie z tym prawem galwanometr w punkcie a) powinien zarejestrowaé przeplyw pradu,
a w obwodach z punktéw b) i ¢) prady nie powinny plyna¢.

Czyzby tak byto istotnie?



