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Doc. dr Jerzy BROWKIN

Bedziemy si¢ zajmowali robwnaniami postaci f(x, ¥) = 0, gdzie f jest wielomianem
o wspolczynnikach calkowitych, a wige na przykiad rownaniami:

(1) 3Ix—y+1=0,
2) x24yr—1=0,
3 y—x*-3 =0,
“ xt4yt=-2=0.

Pytamy, czy kazde takie rownanie ma nieskonczenie wicle rozwigzan w liczbach wymiernych.
To znaczy, czy istnieje nieskonczenie wiele takich réznych par liczb wymiernych a, b, ze
f(a, b) = 0.

Kazde takie rOwnanie opisuje pewna krzywa na plaszczyinie. Na przyklad rownanie (1)
opisuje linig prosta, rownanie (2) — okrag, rownanie (3) pewna inna krzywa (zwana krzywa
eliptyczng — rys. 1), rownanie (4) — krzywa podana na rys. 2. Nasze pytanie mozna wiec
sformutowac¢ tak: Czy na kazdej krzywej opisanej wielomianem o wspolczynnikach
catkowitych lezy nieskonczenie wiele punktow o wspotrzednych wymiernych?

Sprobujmy znalezé odpowiedz na to pytanie w przypadku krzywych opisanych rownaniami
(1) — 4.

Oczywiscie na linii prostej (1) lezy nieskoniczenie wiele punktow o wspolrzednych wymiernych.
Wystarczy mianowicie przyjac za x dowolng liczbe wymierna a, zas jako y wzia¢ liczbe 3a+ 1.
Para liczb x = a, y = 3a+ 1 spelnia to rownanie i obie te liczby sg wymierne. Poniewaz liczbe a
mozemy obieraé na nieskorczenie wiele sposobow, wigc otrzymujemy w ten sposob
nieskornczenie wiele rozwigzan rownania (1) w liczbach wymiernych.

Rowniez rownanie (2) ma nieskonczenie wiele takich rozwiazan. Wezmy mianowicie dowolng
liczbe wymierna a i przyjmijmy
a*—1 2a
g e vy
a*+1 a‘+1
Nietrudno sprawdzic¢ (a sumienny Czytelnik powinien to zrobic!), Ze te liczby x i y spelniaja
rownanie (2) i obie s3 wymierne.

W przypadku rownania (3) sytuacja jest bardziej skomplikowana, Dla rownan (1) i (2)
wskazaliSmy wzory zalezne od dowolnej liczby wymiernej a opisujace pewne rozwigzania tych
rownan. Takg liczbe @ nazywamy parametrem, a otrzymane rozwigzania — rozwigzaniami
opisanymi parametrycznie.

Ot6z mozna udowodnic, ze rownanie (3) nie ma rozwigzan, ktore dalyby si¢ opisac
parametrycznie. Niemniej rOwniez to rownanie ma nieskoriczenie wiele rozwigzan w liczbach
wymiernych! Uzyskuje si¢ je jednak na innej drodze.

Mianowicie, zauwazmy najpierw, ze liczby x, = 1, y, = 2 spelniaja rownanie (3). Nastepnie
wezmy- liczby
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Rozwigzanie zadania F 148, Sytuacja jest
wrecz odwrotne. W punkcie a) strumien
obejmowany przez obwdd z galwanometrem
wzrasta, lecz mimo 1o nie plynie w nim pragd
brak jest bowiem jakiejkolwizk sily zdolnej do
ohapedzania’ nodnikdw ladunku,

w pozostaiych punktach strumien
magnetyczny przenikajgcy obwody nie ulega
zmianie — mimo to plyna w nich prady,

w ukiadzie odniesienia zwigzanym z polem
magnetycznym nosniki ladunku poruszaia sig
wraz z przewodnikami w ;:nl‘._r
magnetyeznym i skindowa magnetyczna sily
Lorentza jest czvnnikiem zapewniajgcym
przeplyw pradu. Prawo indukcji
elektromagnetycznej nie jest wige prawem
uniwersalnym i przytoczone przykiady
dohran(n_ wihadnie ze wegleda na ich
wylgtkowosé. Prawo to jest dogodnym
narzedziem ulatwiajgeym rachunki, lecz nie
wyjawia mechanizmu powstawania sily
elektromotorycznej indukeji.

W przyvpadkach watpliwych naledy
rozpatrzed sily bedace przyczyng
uporzgdkowanego ruchu nosnikdw (sila
Lorentza).
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Rozwinzanie zadania M 356, Niech ad bedzie
frodkowyg troikata abe. Mamy dla
odpowiednich wekloréw
4 1 ’ 1 i3 -
lad|* = |- (ab+ac)| = 3 {lad}? + |ac]? +
| = I
+ 2ab, ach)

i poniewni

|bel? = |ae—abl? = |ab|* + lac]? — 2 ab, acd
= 1 = fe- y
jest lad|? = - (2lab|? + 2lacl®— |be|?).
4
Nigch teraz g, b, ¢, d € A,

dlab) = d(e,d) = D(A) i niech x bedzie
$rodkiem ab, y — srodkiem cd
Z tréjkate aby mamy

2 v 2 2 x
lxyl? = — (2]ay|? + 2|by|* — |ab]?),
4
& z trojkatdw aed | bed mamy:

I -
layl* = — (2|ac]? +2]ad|? — [ed|?) i

3 1 =
|by|?* = . (2lbel? + 2|bd|? — led|2).

Poniewsz jednnk |ac|, lad), |be|, |bd] s nie
wigksze nit D(A),

natomiast labl = |ed| = D(A), mamy:
1 3 ¢ 3
i — (D(A))2:, |byi? = (B{4)*
lay) 5 D{A):, byl i WA
1 wreszcie

1
Iyl £ — - (MDA = (D(4NY) =

:

a wiee dix, ¥) = D(A).

W g

Wynika stad, wobec dowolnosci w wyborze

a, b, e, d, e

D(S(4)) = l]' D{A) c.n.d

Gdy teraz A jest czworo n foremnym
o krawgdzi | zbidr S(A) jest, juk latwo
sprawdzic, zbiorem srodkdow krawedzi 4

i D(S(4)) = '1‘ DiA).

5 (D0A)),

Po dos¢ ucigzliwych rachunkach przekonujemy sie, Ze rowniez liczby x; i y, (ktore sa
wymierne!) spelniaja rownanie (3). Ogolnie, jezeli liczby xi, y speiniaja (3), to rowniez liczby
Xi+1 | Yis1 Okreslone wzorami
9xt—8xi v} 27x¢ —36x3 yi+8y%

4yi 8yi
spetniaja to réwnanie (Czytelnik zechce to sprawdzi¢). Moina tez pokazaé, ze wszystkie tak

otrzymane pary (xi, yx) 53 rozne. W ten sppsob wychodzac z rozwigzania x, = 1, y, =
otrzymujemy nieskoriczenie wiele rozwigzan rownania (3) w liczbach wymiernych,

Xig1 = v Vit

Kazde z rozpatrzonych przez nas dotychczas rownan mialo nieskoniczenie wiele rozwiazan

w liczbach wymiernych. Jednak juz réwnanie (4) nie ma tej wlasnosci. Mozna udowodnié, ze ma
ono tylko skoriczong liczbg rozwiazan w liczbach wymiernych, mianowicie (1,1), (1,—1), (=1, 1)
(=1,=1).

Jakiej wiec mozna oczekiwa¢ odpowiedzi na pytanie postawione na poczatku artykutu?

Juz w latach dwudziestych biezacego stulecia matematyk angielski L. J. Mordell (1888—1972)
sformulowal przypuszczalng odpowiedZ na to pytanie.

Mianowicie, znana jest ... (Ostrzezenie: Od tego miejsca sformulowania w tym artykule sg juz
mniej precyzyjne, a czasem wrecz niescisle!) ... bardzo ogoélna klasyfikacja krzywych

polegajaca na tym, Ze kazdej krzywej przypisuje si¢ pewna liczbg catkowita nieujemng zwana jej
rodzajem. Tak wigc sa krzywe rodzaju 0, krzywe rodzaju 1, krzywe rodzaju 2 itd. W tym
artykule nie podamy definicji rodzaju krzywej (wymaga ona nieco rozleglejszej wiedzy niz
zakladamy u Czytelnika), lecz mozna powiedzieé, ze im krzywa ma wiekszy rodzaj, tym jest
,,bardziej skomplikowana”. Krzywe rodzaju 0 — to sg krzywe, ktorych punkty mozna opisac
parametrycznie, krzywe rodzaju | — to sa tzw. krzywe eliptyczne, ... .

Otoz Mordell przypuszczat, ze na kazdej krzywej rodzaju wigkszego od 1 jest tylko skoficzona
liczba punktéow o wspolrzednych wymiernych.

Ta slynna hipoteza Mordella przez ponad 50 lat opierala sie wysilkom matematykow
probujacych ja udowodnié. Chociaz uzyskano roézne wyniki czgsciowe na jej temat, sama
hipoteza pozostawala nieudowodniona.

Dopiero wiosna 1983 roku prof. Gerd Faltings z RFN hipoteze t¢ udowodnil i od tego czasu
hipoteza Mordella nosi nazwe twierdzenia Faltingsa.

Omowimy pewien wniosek wynikajacy z twierdzenia Faltingsa. Istnieje przypuszczenie, ze dla
kazdej liczby naturalnej n wickszej od 2 rownanie x"+ y" = z", zwane rownaniem Fermata, nie

 ma rozwigzan w liczbach catkowitych x, y, z roznych od zera. Mozemy przy tym bez

zmniejszenia ogolnosci rozwazan ograniczy¢ si¢ do takich rozwiazan, ze liczby x, y, z sg
X
wzglednie pierwsze. Dzielac to rownanie stronami przez z" i przyjmujagc X = —, ¥ = £ mozZemy
4 2
powyzsze przypuszczenie sformulowaé w sposob rownowazny, jak nastepuje:

Dla kazdej liczby naturalnej n wigkszej od 2 rownanie

(5) X"+¥"=1

nie ma rozwigzan w liczbach wymiernych X, ¥ réznych od zera, to znaczy jedynymi jego
rozwigzaniami w liczbach wymiernych moga by¢ X =0, Y= +lorazX = +1, ¥ =0—ma
wige ono co najwyiej cztery rozwigzania.

(n—1)(n—2)

Wiadomo, #e krzywa opisana rownaniem (5) ma rodzaj rowny . Liczba ta jest

wieksza od 1 dia n wiekszego od 3. Zatem z twierdzenia Faltingsa wynika, Zze dla n = 4 rownanie
(5) ma tylko skonczong liczbe rozwigzan w liczbach wymiernych.

Tak wige nadal nie znamy wszystkich rozwiazan rownania Fermata w liczbach catkowitych x, y, z
roznych od zera i wzglednie pierwszych. Wiemy jednak, Ze przy ustalonym n, jezeli takie
rozwigzania istnieja, to ich liczba jest skoficzona.

Jeszcze na zakonczenie kilka uwag. Twierdzenie Faltingsa mozna inaczej sformutowaé tak:
Jezeli krzywa ma nieskoriczenie wiele punktow o wspolrzgdnych wymiernych, to jest krzywa
rodzaju O lub 1. Nalezy jednak ostrzec Czytelnika, Ze twierdzenie odwrotne nie jest prawdziwe.
To znaczy, nie kazda krzywa rodzaju 0 lub 1 ma nieskorniczenie wiele punkiow o wspolrzednych
wymiernych. .

Na przykiad krzywa o rownaniu x*+»* = 3 ma rodzaj 0, lecz nie lezy na niej zaden punkt
o wspolrzednych wymiernych. Ten ostatni fakt moze Czytelnik udowodni¢ samodzielnie — jest to
nietrudne ¢wiczenie.



