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Bedziemy sie zajmowali równaniamipostacif(x, y) = O, gdzie f jest wielomianem

o wspólczynnikach calkowitych, a wiec na przyklad równaniami:

(1)

(2)

(3)

(4)

3x-y+l =0,
x2+y2_l = O

i-x3-3 = O:

X4+y4_2 = O.

Pytamy, czy kazde takie równanie ma nieskonczenie wiele rozwiazan w liczb~chwymiernych.
To znaczy, czy istnieje nieskonczenie wiele takich róznych par liczb wymiernycha, b, ze

f(a, b) = O .•
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Kazde takie równanie opisuje pewna krzywa na plaszczyznie. Na przyklad równanie (1)

opisuje linie prosta, równanie (2) - okrag, równanie (3) pewna inna krzywa (zwana krzywa

eliptyczna - rys. 1), równal!ie (4) - krzywa podana na rys.Z. Nasze pytanie mozna wiec
sformulowac tak: Czy na kazdej krzywej opisanej wielomianem o wspólczynnikach
calkowitych lezy nieskonczenie wiele punktów o wspólrzednych wymiernych?

Spróbujmy znalezc odpowiedz na to pytanie w przypadku krzywych opisanych równaniami
(1) - (4).

Oczywiscie na linii prostej (1) lezy nieskonczenie wiele punktów o wspólrzednych wymiernych.
Wystarczy mianowicie przyjac zax dowolna liczbe wymiernaa, zas jako y wziac liczbe 3a+ 1.
Para liczbx = a, y = 3a+ 1 spelnia to równanie i obie te liczby sa wymierne. Poniewaz liczbea
mozemy obierac na nieskonczenie wiele sposobów, wiec otrzymujemy w ten sposób
nieskonczenie wiele rozwiazan równania (1) w liczbach wymiernych.

Równiez równanie (2) ma nieskonczenie wiele takich rozwiazan. Wezmy mianowicie do~olna
liczbe wymierna a i przyjmijmy

2a

y = a2+ 1

Mianowicie, zauwazmy najpierw, ze liczby x,= 1, y, = 2 spelniaja równanie (3). Nastepnie
wezmy' liczby
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Nietrudno sprawdzic (a sumienny Czytelnik powinien to zrobic!), ze te liczbyx i y spelniaja
równanie (2) i obie sa wymierne.

W przypadku równania (3)'sytuacja jest bardziej skomplikowana. Dla równan (1) i (2)

wskazalismy wzory zalezne od dowolnej liczby wymierneja opisujace pewne rozwiazania tych
równan. Taka liczbea nazywamy parametrem, a otrzymane rozwiazania - rozwiazaniami
opisanymi parametr)lcznie.

Otóz mozna udowodnic, ze równanie {3) nie ma rozwiazan, które dalyby sie opisac
parametrycznie. Niemniej równiez to równanie ma nieskonczenie wiele rozwiazan w liczbach
wymiernych ! Uzyskuje sie je jednak na innej drodze.
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powyzsze przypuszczenie sformulowac w sposób równowazny, jak nastepuje:

Dla kazdej liczby naturalnejn wiekszej od 2 równanie

Jakiej wiec mozna oczekiwac odpowiedzi na pytanie postawione na poczatku artykulu?

Dopiero wiosna 1983 roku prof. Gerd Faltings z RFN hipoteze te udowodnil i od tego czasu
hipoteza Mordella nosi nazwe twierdzenia Faltingsa.

27xZ- 36x:y:+ Syt

8y:
Yk+l =

X"+Y" =

Xk+l =

(5)

nie ma rozwiazan w liczbach wymiernychX, Y róznych od zera, to znaczy jedynymi jego

rozwiazaniami w liczbach wymiernych moga bycX = O, Y = ± l oraz X = ± I, Y = O - ma
wiec ono co najwyzej cztery rozwiazania.

W· d . k ... (5) d" (n-I)(n- 2) L' b .la omo, ·ze rzywa opIsana rownamem ma ro zaJ rowny -----. ICZa ta Jest
2

wieksza od I dlan wiekszego od 3. Zatem z twierdzenia Faltingsa wynika, ze dlan ;;. 4 równanie
(5) ma tylko skonczona liczbe rozwiazan w liczbach wymiernych.

Omówimy pewien wniosek wynikajacy z twierdzenia Faltingsa. Istnieje przypuszczenie, ze dla
kazdej liczby naturalnejn wiekszej od 2 równaniex" +y" = z", zwane równaniem Fermata, nie
ma rozwiazan w liczbach calkowitychx, y, z róznych od zera. Mozemy przy tym bez
zmniejszenia ogólnosci rozwazan ograniczyc sie do takich rozwiazan, ze liczbyx, y, z sa

wzglednie pierwsze. Dzielac to równanie stronami przezz" i przyjmujac X =~, y = ~ mozemy
z z

Kazde z rozpatrzonych przez nas dotychczas równan mialo nieskonczenie wiele rozwiazan
w liczbach wymiernych. Jednak juz równanie (4) nie ma tej wlasnosci. Mozna udowodnic, ze ma
ono tylko skonczona liczbe rozwiazan w liczbach wymiernych, mianowicie (1,1), (l, -l), (-l, l),
(:-1,-1).

Po dosc uciazliwych ractlUnkach przekonujemy sie, ze równiez liczbyX2 i Y2 (któ"re sa
wymierne!) spelniaja równanie (3). Ogólnie, jezeli liczbyXk> Yk spelniaja (3), to równiez liczby
Xk+ I i Yk+ 1 okreslone wzorami

9xt-8xkY:

4y:

spelniaja to równanie (Czytelnik zechce to sprawdzic). Mozna tez pokazac, ze wszystkie tak
otrzymane pary(Xk, h) sa rózne. W ten sppsób wychodzac z rozwiazaniaXl = l, YI = 2
otrzymujemy nieskonczenie wiele rozwiazan równania (3) w liczbach wymiernych.

Juz w latach dwudziestych biezacego stulecia matematyk angielski L. J. Mordell(l888-197f)
sformulowal przYPuszcZalna odpowiedz na to pytanie.

Mianowicie, znana jest ... (Ostrzezenie: Od tego miejsca sformulowania w tym artykule sa juz
mniej precyzyjne, a czasem wrecz niescisle!) ... bardzo ogólna klasyfikacja krzywych
polegajaca na tym, ze kazdej krzywej przypisuje sie pewna liczbe calkowita nieujemna zwana jej

rodzajem. Tak wiec ,sa krzywe rodzajuO, krzywe rodzaju l, krzywe rodzaju 2 itd. W tym
artykule nie podamy definicji rodzaju krzywej (wymaga ona nieco rozleglejszej wiedzy niz

zakladamy u Czytelnika), lec~ mozna powiedziec, ze im krzywa ma wiekszy rodzaj, tym jest
"bardziej skomplikowana". Krzywe rodzajuO - to sa krzywe, których punkty mozna opisac
parametrycznie, krzywe rodzaju l - to sa tzw. krzywe eliptyczne, .....
Otóz Mordell przypuszczal, ze na kazdej krzywej rodzaju wiekszego od l jest tylko skonczona
liczba punktów o wspólrzednych wymiernych.

Ta slynna hipoteza Mordella przez ponad 50 lat opierala sie wysilkom matematyków
próbujacych ja udowodnic. Chociaz uzyskano rózne wyniki czesciowe na jej temat, sama

hipoteza pozostawala nieudowodniona.

J poniewaz

Ibel' = lae-abl' = labI2+lacl'-2(ab, ae)

jest lad/, = ~ (2labl' + 2IaeI2-lbel').

Niech teraz a, h, c, d E AJ
d(a,b) = d(e,d) = D(A) i niech x bedzie

srodkien, ab, y - srodkiem cd.
Z trójkata aby mamy

Ixyl' = 2- (2Iayl'+2IbyILlabl'),
4

a z trójkatów aed ibed J;Ilamy:

layl' = 2- (2Iae/, + 21adl' -ledI2) i
4

Ibyl' = l (2lbel' + 2lbd/, -leJI').4

Poniewaz jednak lael, ladl, Ibel, Ibdl sa nie

wieksze niz D(A),
natomiast labl = ledl = D(A), mamy:

3 3
layl' •• 4" (D(A»', Ibyl'" 4" (D(A»)l

Rozwiazanie zadania F 148. Sytuacja jest

wrecz odwrotna. W punkcie a) strumien
obejmowany przez obwód z galwanometrem

wzrasta, lecz mimo to nie plynie w nim prad,
brak jest bowiem jakiejkolwiek sily zdolnej do

"napedzania" nosników ladunku,
w pozostalych punktach strumien

magnetyczny przenikajacy obwody nie ulega

zmianie - mimo to plyna w nich prady,

w ukladzie odniesienia zwiazanym z polem
magnetycznym nosniki ladunku poruszaja sie

wraz z przewodmkami w pol~
magnetycznym i skladowa magnetyczna si/y

Lorentza jest czynnikiem zapewniajacym
przeplyw pradu. Prawo indukcji

elektromagnetycznej nie jest wiec prawem

uniwersalnym i przytoczone przyklady

dobrano wla;nie ze wzgledu na ich
wyjatko·;"oSc. Prawo to jest dogodnym

narzedziem ulatwiajacym rachunki, lecz nie
wyjawia mechanizmu powstawania sily

elektromotorycznej indukcji.

W przypadkach watpliwych nalezy

rozpatrzec sily bedace przyczyna

uporzadkowanego ruchu nosników (sila
Lorentza) .•

11 l' lladl' = 2" (ab +ae) = 4 (laW + lael' +

+2(ab, ae»

Rozwiazanie zadania M 3S6. NIechad bedzie

srodkowa trójkata abc ..Mamy dla

odpowiednich wektoró;'
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i wreszcie

l l
Ixy/, •• "4"' (3(D(A»)l- (D(A»') = 2" (D(A»',

. d( V2
a WieC x, y) ••. 2" D(A).

Wynika stad, wobec dowolnosci w wyborze

a, h, r. d, z~

'2
D(S(A» •• 1'2 D(A) c.n.d.

Gdy teraz A jest czworoscianem foremnym

o krawedzi l,zbiór S(A) jest, jak latwo

sprawdzic. zbiorem srodków krawedzi A

. Vi
l D(S(A)) =2 D(A).

Tak wiec nadal nie znamy wszystkich rozwiazan równania Fermata w liczbach calkowitychx, y, z
róznych od zera i wzglednie pierwszych. Wiemy jednak, ze przy ustalonymn, jezeli takie

rozwiazania .istnieja, to ich liczb~ jest skonczon~ .

Jeszcze na zakonczenie kilka uwag. Twierdzenie Faltingsa mozna inaczej sformulowac tak:
Jezeli krzywa ma nieskonczenie wiele punktów o wspólrzednych wymiernych, to jest krzywa
rodzaju O lub I. Nalezy jednak ostrzec Czytelnika; ze twierdzenie odwrotne nie jest prawdziwe.
To znaczy, nie kazda krzywa rodzajuO lub I ma nieskonczenie wiele punktów o wspólrzednych
wymiernych.

Na przyklad krzywa o równaniu.X2 + y2 = 3 ma rodzaj O, lecz nie lezy na niej zaden punkt
o wspólrzednych wymiernych. Ten ostatni fakt moze Czytelnik udowodnic samodzielnie - jest to
nietrudne cwiczenie.
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