
Wszystko juz bylo
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Bezposrednia przyczyna napisania tego artykulu stal sie nastepujacy fragment wydanej w 1981 r.

ksiazki "Wiazki wektorowe na zesl'0lonych przestrzeniach rzutowych" trzech niemieckich
autorów:

Twierdzenie Grothendiecka o rozszczepianiu ma dluga historie. Jest faktycznie równowazne

z twierdzeniem o holomorficznych macierzach odwracalnych, co zauwazyl Seshadri(1957). Takie
zas twierdzenie bylo udowodnione przez Birkhoffa w1913 r., ale naprawde bylo juz znane

Plemeljowi w 1908 r..i Hilbertowi w 1905. W. D. Geyer zauwazyl, ze Dedekindi Weber
udowodnili je - w algebraicznej wersji- w 1882 r. W tej formie moze tez byc znalezione
w "Teorii liczb" Hassego jako lemat Witta.

Wspomniane twierdzenie Grothendiecka pochodzi z 1956 r. i nalezy juz do klasyki geometrii
algebraicznej i geometrii przestrzeni analitycznych. Glosi, ze kazda wiazka holomorficzna
wektorowa na zespolonej prostej rzutowej(= sferze Riemanna) jest suma prosta wiazek
jednowymiarowych. Postaram sie dalej wytlumaczyc sens nagromadzonych terminów.
Aleksander Grothendieck nalezy do tytanów nowoczesnej matematyki, a jego dzialalnosc
wplynela w rewolucyjny sposób na kilka dyscyplin tej nauki. Z drugiej zas strony wspomniana
praca Dedekinda i Webera z 1882 roku to slynna stustronicowa "Teoria funkcji algebraicznych
jednej zmiennej". Zawarte tam sa nowozytne podstawy co najmniej trzech galezi matematyki:

algebraicznej teorii liczb, geometrii algebraicznej i algebry abstrakcyjnej. Przegladajac ja dzisiaj
dziwimy sie, ze warto bylo pisac o rzeczach tak dobrze znanych.
Czy mozliwe jest jednak, ze odkrycie genialnego Grothendiecka ma w gruncie rzeczy sto lat?
Udalo mi sie dotrzec do zródel: cytowanych prac Birkhoffa i Dedekinda z Weberem. Birkhoff
formuluje twierdzenie prawie tak, jak my tutaj (w koncowej czesci artykulu), ale przedtel1l
pisze:

Doszedlem wpierw do twierdzenia stanowiacego uogólnienie twierdzenia o rozkladzie funkcji na
szereg Laurenta poprzez badanie punktów osobliwych równan rózniczkowych zwyczajnych.

Niniejszy artykul zawiera kompletna postac twierdzenia, a dowód oparty jest na teorii równan
calkowych Fredholma. Wydaje sie, ze twierdzenie jest samo w sobie ciekawe niezaleznie od

zastosowan, jakie maHi teorii równan rózniczkowych liniowych zwyczajnych. Podam je w nastepnym
artykule nastepujacym bezposrednio po tym.

Przeczytajmy jeszcze, co pisza Dedekind i Weber:

Wszystkie rózniczki drugiego rzedu dadza sie przedstawic liniowo ze stalymi wspólczynnikami

poprzez p odpowiednio wybranych rózniczek drugiego rzedu, przez rózniczki pierwszego rzedui rózniczki wlasciwe.

Dla specjalisty jest oczywiste, ze jest to tylko inne sformulowanie twierdzenia Grothendiecka
cytowanego na poczatku i twierdzenia Birkoffa, które bedzie sformulowane dalej. Wprawdzie
twierdzenie Dedekinda i Webera dotyczy tylko rózniczek(= wiazek) algebraicznych drugiego
rzedu, ale za to na dowolnej powierzchni Riemanna (dla prostej rzutowej niezmiennikp

wynosi O), nadto uzyta metoda jest ogólna - widocznie autorzy nie czuli potrzeby badania
wyzszych rózniczek.

Czy wiec "wszystko juz bylo"? Tak, tu zdecydowanie tak.

Postarajmy sie teraz wniknac w tresc twierdzenia Dedekinda-Webera-Birkhoffa-Grothendiecka,

mamy prawo je tak nazwac, prawda? Wyjasnimy najpierw pojecie wiazki. Wyobrazmy sobie, ze
do kazdego punktu, krzywej (dajmy na to, okregu) doklejono odcinek "mniej wiecej"
prostopadle. Mozna to zrobic tak jak na rys. I otrzymujac powierzchnie boczna walca. Mówimy,
ze powierzchnia boczna walca tworzy wiazke trywialna nad okregiem.
Ale odcinki mozemy doklejac do okregu jeszcze w inny sposób, przekrecajac kazdy z nich
o pewien kat tak, zeby po objechaniu okregu dookola doklejany odcinek obrócil sie o 180°. Co
dostaniemy? Znana kazdemu wstege M6biusa (rys. 2). Zobaczylismy ja tu jako pewna wiazke
odcinków nad okregiem. Moglibysmy skrecac doklejane odcinki tak, by otrzymac "paski
M6biusa" skrecone o dowolny katk . 180°, k = ± l, ± 2, ± 3, ... - za kazdym razem dostajac

inna wiazke odcinków. Podobnie mozna sobie na przyklad wyobrazac wiazke plaszczyzn nad
krzywa jako schody czy wachlarz (rys. 3).

To, co jest najbardziej istotne w pojeciu wiazki: nie róznia sie one od siebie lokalnie. Kazdy
fragment wstegi M6biusa jest latwo deformowalny do fragmentu powierzchni bocznej walca,
ale cala wstega do calej powierzchni walca juz nie. W definicji wiazki zadamy wlasnie, by
"lokalnie" byla ona powierzchnia boczna walca.

Precyzyjnie: by w otoczeniuU kazdego punktu bazyX wiazka dawala sie utozsamic zU x F,
gdzie F jest zbiorem wklejanym (zwanym wlóknem wiazki). Wyjasni to rysunek 4.
Wlókno (wklejany zbiór) F decyduje oczywiscie o typie wiaZki. Dla walca i wstegi M6biusa byl
nim odcinek, dla schodów z rys. 3 plaszczyzna. GdyF jest prosta, mówimy o wiazce liniowej,

gdy przestrzenia wektorowa n-wymiarowa - o n-wymiarowej wiazce wektorowej. Ale bardziej
istotnym czynnikiem klasyfikujacym wiazki jest typ funkcji przejscia.
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Wiazka nad U

~_=:/' ~cr'rn'
Wi'lzka nad UT Wi'lzka nad U2

utozsamienie,

o którym mowa

w definicji wirtzki

Zbiory U, nad którymi wiazka jest juz postaciU x F, moga na siebie zachodzic. Co sie wiec
dzieje nad Ul n U2? Nad ta czescia wspólna mamydwa utozsamienia - raz wiazke
utozsamiamy z kawalkiem Ul xF, drugi - z kawalkiem U2 x F, na czesci wspólnej te dwa
utozsamienia nie muszabyc takie same. Moga sie róznic - wlasnie o funkcje przejscia. Mozna to
zobrazowac diagramem.

Funkcja przejscia G dziala wiec na wlóknieF transformujac je w pewien sposób. "Pogladowo"
mozna powiedziec, ze w punkciex E U l n U2 stoi dwóch obserwatorów: jeden z krajuUl,

W którym panuje Regula Utozsamiania Nr I, drugi z krajuU2, w którym obowiazuje Regula
Nr 2.

Funkcja przejscia G:F-+ F przelicza "obserwacje" z ukladu"Ul" na "U2", tlumaczy jednemu
z nich to, co mówi drugi.

ograniczenie

na Uf,U2

ograniczenie

naUf,U2

Takie funkcje przejscia musza byc zwiazane z kazda para ;o:biorówU, nad którymi wiazka jest
trywialna - jezeli tylko zbiory te maja niepusta czesc wspólna; mamy wiec do czynienia z cala
kolekcja fun kcji przejscia Gi}, wszystkie dzialaja zF do F, a konkretne G/J wiaze lokalne
sklejenie wiazki zUi x F z jej lokalnym sklejeniem zUj x F. Oczywiscie Gij = Gj/ oraz

t

(UT"U2)xF , (UT"U2)XF
(u/)~(u,G(f))

G:F~F jest funkcjg przejscia

Jak zwykle wiazemy tu z przeksztalceniem
liniowym

Yl ::;::a11Xl +allx2+ , .. +alnXn

Yn := QnlXl +an2X2+ o •• +allnxn

jego macierz (tablice wspólczynników)

[allana13 ...aln]

Q21Q22Q13 o •• aln

~.~~~~~~:~."",'.~.~'~
QnlanlQn3 o •• ann

(*)

dla wszystkich wskazników i,j, k, dla których Ui n UJ n Uk t= 0. Ta ostatnia równosc stwierdza

bowiem, ze przejscie od ukladu wspólrzednych naUi do ukladu wspólrzednych naUj, a potem
na Uk da sie zastapic przez proste przejscie zUl na Uk•

Funkcje przejsciaGij moga byc rózne nad róznymi punktamiu bazy, tj. przestrzeni, nad która

okreslona jest wiazka. Mozemy napisac:Gi} = Gij(u), U E Ui n UJ. I wlasnie w zaleznosci od
tego, jakiej klasy, jakiego typu sa funkcje

U -+ Gij(u),

mamy rózne typy wiazek; ciagle(= topologiczne), gdy sa to funkcje ciagle, rózniczkowalne -.
gdy Gl} sa rózniczkowalne wzgledemu, holomorficz~e (= analityczne), algebraiczne itd.
Reasumujac, z naszych okreslen wynika, ze wiazka jest podana (okreslona), gdy

I) podane jest wlóknoF i zbiory Ui, na których wiazka ma byc postaciUl x F,

2) wybrane sa funkcje przejsciaGij: F -+ F, gdzie i, j sa takie, zeUi n UJ t= 0.

Jak juz powiedzielismy, wiazka nazywa siewektorowa (rzeczywista czy zespolona), jezeliF jest
przestrzenia Rn czy en. Funkcjami przejscia takich wiazek sa funkcje linioweR~ -+ R" czy
en -+ en, na które mozna patrzec jak na macierze (por. uwaga na marginesie).

Twierdzenie Grothendiecka dotyczy, jak widzielismy, wiazek holomoiJicznych na zespolonej
prostej rzutowej pl i stwierdza, ze kazda taka wiazka jest suma prosta' wiazek jednowymiarowych
(liniowych). Nie tlumaczac dokladnie pojecia sumy prostej wiazek pokazemy tylko, jakie funkcje
przejscia ma wiazka bedaca suma prosta wiazek jednowymiarowych (zgodnie z I) i 2) wyzej
nasze okreslenie moze byc potraktowane jako definicja).

Otóz funkcje przejscia takiej wiazki moga byc wybrane w postacJ

. (glJ O O )

Gij = .~.. ~fJ. : ~ '

O O g7J

gdzie (gl}), (gfJ), ... , (g7J) sa funkcjami przejscia wiazek jednowymiarowych, a wiec niezerowymi
przeksztalceniami liniowymi C-+ C.
Takie przeksztalcenia sa postaciz -+ az, gdzie a E C jest niezerowa liczba zespolona. Jak

widzielismy Gl} = Gij(u), zatem takzea = a(u).
A wiec - wyjasnia twierdzenie Grothendiecka - dla kazdej wiazki holomorficznej na prostej
rzutowej mozna wybrac funkcje przejscia bedace mozliwie naj prostszej postaci

(al O ... O)

~ ••• ~2. "~'. '? '

O O ... an

gdzie wielkosci al, a2, ... , an zaleza (holomorficznie) tylko od wspólrzedneju prostej rzutowej.

W naszych coraz bardziej skomplikowanych rozwazaniach mozemy poczynic jedno uproszczenie.
Okreslajac holomorficzne wiazki wektorowe na prostej rzutowej mozemy uzyc tylko dwóch
zbiorów otwartych Ul i U2, pierwszy z nich zlozony z wszystkich punktów wlasciwych(u # (0),
drugi z punktów u t= O, za to wraz zu = 00. Do okreslenia wiazki wystarczy wtedy jedna
macierz, bo warunek (*)dotyczytrzech zbiorów. MoglibySmy skrócic artykul nie wspominajac
w ogóle o (*), stracilibysmy jednak pewna perspektywe. W kazdym jednak razie holomorficzna
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Nie napiszemy juz, dlaczego twierdzenie Dedekinda-Webera wyraza to samo, co twierdzenie
Birkhoffa (jezeli tylko ograniczyc sie do nieco wezszego przypadku algebraicznego).
Musielibysmy bowiem znacznie wydluzyc artykul wprowadzajac Czytelnika w podstawy
wspólczesnej (tak jest: wspólczesnej) geometrii algebraicznej. Warto jednak zdac sobie sprawe
z co najmniej dwóch faktów. Pojecie wiazki wektorowej zostalo wprowadzone w póznych
latach czterdziestych, no, moze wczesnych piecdziesiatych, XX wieku. Pokazalismy jednak, jak

zwiazane jest ono z bardziej "konkretnymi" 'pojeciami matematyki. Redukcja sformulowania
z poczatku artykulu do przytoczonego przed chwila twierdzenia Birkhoffa odbyla sie na tej
samej drodze, jaka szedl rozwój dyscypliny. W tym artykule opisalismy te droge w przeciwnym
kierunku: od rzeczy znanych nam dzisiaj do sposobu patrzenia na te same rzeczy dawniej.

jest macierza postaci

przy czym Gl} sa funkcjami holomorficznymi dlaz -# 00, a C;} - holomorficznymi przy z -# O .

I w prawie takiej postaci twierdzenie nasze pojawilo sie u Birkhoffa w 1913 roku.

twierdzenie Grothendiecka jest równowazne,stwierdzeniu, ze dla kazdej macierzy(gl})

o wspólczynnikach holomorficznych poza zerem i nieskonczonoscia istnieja macierze(Gl})

i (G;j) takie, ze (GI})' (g,})' (G;})

wi~lZkawekiorowa na zespolonej prostej rzutowej (czy tez: na sferze Riemanna) jest wyznaczona
przez jedna macierzO wspólczynnikach bedacych funkcjami holomorficznymi przyz -# O

i z -# 00. Musimy jeszcze zanalizowac, kiedy rózne funkcje przejscia daja te sama wiazke.
Twierdzenie bedace tematem artykulu powiada bowiem, ze dla kazdej n-wymiarowej wiazki
mozna znalezc funkcje przejscia postaci (:). Otóz, jak latwo zrozumiec, dwa wybory funkcji
przejscia Gl} oraz G;} daja te sama wiazke, gdy na kazdymU, da sie zgodnie zmienic uklad
wspólrzednych w kazdym wlóknieF ~ en tak, by jeden "nabór" funkcji przejscia przeszedl na
drugi. Sposób zmiany ma ponadto zalezec holomorficznie od wspólrzedneju na prostej
rzutowej. Korzystajac z jednego z podstawowych faktów algebry liniowej (o zmianie macierzy
przeksztalcenia przy zmianie ukladu wspólrzednych) dochodzimy do takiego wniosku:
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1 druga uwaga. Zarówno Dedekind i Weber, jak i Birkhoff zdawali sobie sprawe, ze ich
twierdzenie jest "wazne" i ze ma i bedzie mialo wiele zastosowan i uogólnien. I rzeczywiscie od
okolo dziesieciu hit h'olomorficzne wiazki wektorowe badaja równie dobrze matematycy, jak
i fizycy przenoszac twierdzenie Grothendiecka na' ogólniejsze przestrzenie oraz stosujac wyniki
we wspólczesnych teoriach fizycznych. Doprawdy, wszystko juz bylo ...

Redaguje mgr KrzysztofS. NO WINSKI

M 352. Z czwórki al, bl, CI, dl liczb naturalnych tworzymy nowaczwór~eaz = lal-bil,
b2 = Ib,-cd, Cz = ICI-d,l, d2 = Idl-all. Wykazac, ze powtarzajac te operacje dojdziemy po
pewnym czasie do czwórki(an, bn, Cn, dn) = (O, O, O, O).

Rozwiazanie na str. 2
I

1\1353. Trójkat ABC lezy wewnatrz równolegloboku KLMN. Wykazac, ze SABC.s; -SXLMN.2
Rozwiazanie na str. 3

M 354. W kwadracie o bokuI wybrano 201 punktów tak, ze zadne trzy sposród nich nie sa
wspólliniowe. Wykazac, ze znajda sie wsród nich trzy wierzcholki trójkata o polu nie wiekszym

I
od --o

200

Rozwiazanie na str. 7

Redaguje mgr Tomasz TRA TKIEWICZ

F 146. Sportowiec na nartach wodnych moze poruszac sie szybciej niz ciagnaca go motorówka.
Jak to wyjasnic?
Rozwiazanie na str. 7
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F 147. Obserwujac holowanie jednostek plywajacych (np. ciagniecie lodzi przez motorówke)
mozna zauwazyc, ze lina holownicza napina sie jedynie chwilami, na ogól zas zwisa. Dlaczego?
Rozwiazanie na str. 2
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