Wszystko juz byto

Dr Michal SZUREK
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Bezposrednia przyczyna napisania tego artykulu stal sie nastgpujacy fragment wydanej w 1981 r.
ksigZki ,,Wiazki wektorowe na zespolonych przestrzeniach rzutowych™ trzech niemieckich
autorow: i

Twierdzenie Grothendiecka o rozszczepianiu ma dlugaq historie. Jest fakiycznie rownowazne

z twierdzeniem o holomorficznych macierzach odwracainych, co zauwazyl Seshadri (1957). Takie
zas twierdzenie bylo udowodnione przez Birkhoffa w 1913 r., ale naprawde byfo juz znane
Plemeljowi w 1908 r. i Hilbertowi w 1905. W. D. Geyer zauwazyl, ze Dedekind i Weber
udowodnili je — w algebraicznej wersji — w 1882 r. W tej formie moze tez byé znalezione

w ,,Teorii liczb” Hassego jako lemat Witta.

. Wspomniane twierdzenie Grothendiecka pochodzi z 1956 r. i nalezy juz do klasyki geometrii

algebraicznej i geometrii przestrzeni analitycznych. Glosi, Zze kazda wiazka holomorficzna
wektorowa na zespolonej prostej rzutowej (= sferze Riemanna) jest suma prosta wigzek
jednowymiarowych. Postaram sie dalej wyttumaczy¢ sens nagromadzonych terminow.
Aleksander Grothendieck nalezy do tytanow nowoczesnej matematyki, a jego dzialalnosé
wplynela w rewolucyjny sposob na kilka dyscyplin tej nauki. Z drugiej za$ strony wspomniana :
praca Dedekinda i Webera z 1882 roku to stynna stustronicowa ,, Teoria funkcji algebraicznych
jednej zmiennej”. Zawarte tam sg nowozytne podstawy co najmniej trzech galezi matematyki:
algebraicznej teorii liczb, geometrii algebraicznej i algebry abstrakcyjnej. Przegladajac ja dzisiaj
dziwimy sie, ze warto bylo pisa¢ o rzeczach tak dobrze znanych.

Czy motliwe jest jednak, ze odkrycie genialnego Grothendiecka ma w gruncie rzeczy sto lat?
Udalo mi si¢ dotrze¢ do zrodet: cytowanych prac Birkhoffa i Dedekinda z Weberem. Birkhoff
formuluje twierdzenie prawie tak, jak my tutaj (w konficowej czesci artykutu), ale przedtem
pisze:

Doszedlem wpierw do twierdzenia stanowigcego uogdlnienie twierdzenia o rozkladzie funkcji na
szereg Laurenta poprzez badanie punktow osobliwych réwnan rézniczkowych zwyczajnych.

Niniejszy artykul zawiera kompletng postaé twierdzenia, a dowdd oparty jest na teorii réwnan
calkowych Fredholma. Wydaje sig, Ze twierdzenie jest samo w sobie ciekawe niezaleinie od
zastosowan, jakie ma w teorii réwnan rozniczkowych liniowych zwyczajnych. Podam je w nastepnym
artykule nastepujgeym bezposrednio po tym.

Przeczytajmy jészcze. co pisza Dedekind i Weber: .

Wszystkie rozniczki drugiego rzedu dadzq sie przedstawic¢ liniowo ze stalymi wspélezynnikami
poprzez p odpowiednio wybranych rézniczek drugiego rzedu, przez réiniczki pierwszego rzedu
i rozniczki wlasciwe.

Dla specjalisty jest oczywiste, Ze jest to tylko inne sformutowanie twierdzenia Grothendiecka
cytowanego na poczatku i twierdzenia Birkoffa, ktore bedzie sformulowane dalej. Wprawdzie
twierdzenie Dedekinda i Webera dotyczy tylko roéZniczek (= wiazek) algebraicznych drugiego
rzedu, ale za to na dowolnej powierzchni Riemanna (dla prostej rzutowej niezmiennik p
wynosi 0), nadto uzyta metoda jest ogélna — widocznie autorzy nie czuli potrzeby badania
wyzszych rozniczek.

Czy wiec ,,wszystko juz bylo”? Tak, tu zdecydowanie tak.

Postarajmy sie teraz wniknac¢ w tres¢ twierdzenia Dedekinda-Webera-Birkhoffa-Grothendiecka,
mamy prawo je tak nazwac, prawda? Wyjasnimy najpierw pojecie wiazki. Wyobrazmy sobie, ze
do kazdego punktu krzywej (dajmy na to, okregu) doklejono odcinek ,,mniej wigcej”
prostopadle. Mozna to zrobi¢ tak jak na rys. 1 otrzymujac powierzchnie boczng walca. Mowimy,
ze powierzchnia boczna walca tworzy wigzke trywialng nad okregiem.

Ale odcinki mozemy dokleja¢ do okregu jeszcze w inny sposob, przekregeajac kazdy z nich

o pewien kat tak, Zeby po objechaniu okregu dookola doklejany odcinek obrécit sig o 180°. Co
dostaniemy? Znana kazdemu wstege Mébiusa (rys. 2). Zobaczylismy ja tu jako pewna wiazke
odcinkow nad okrggiem. MoglibySmy skreca¢ doklejane odcinki tak, by otrzyma¢ ,,paski
Mébiusa™ skrecone o dowolny kat k- 180°, k = +1, +2, +3, ... — za kazdym razem dostajac
inna wiazke odcinkow. Podobnie mozna sobie na przyklad wyobrazac¢ wigzke plaszczyzn nad
krzywa jako schody czy wachlarz (rys. 3).

To, co jest najbardziej istotne w pojeciu wiazki: nie roznia sie one od siebie lokalnie. Kazdy
fragment wstegi Mobiusa jest latwo deformowalny do fragmentu powierzchni bocznej walca,
ale cala wstega do calej powierzchni walca juz nie. W definicji wiazki Zadamy wilasnie, by
..lokalnie’ byla ona powierzchnia boczna walca.

Precyzyjnie: by w otoczeniu U kazdego punktu bazy X wigzka dawala si¢ utozsamic z Ux F,
gdzie F jest zbiorem wklejanym (zwanym wioknem wiazki). Wyjasni to rysunek 4.

Wiokno (wklejany zbior) F decyduje oczywiscie o typie wiazKi. Dla walca i wstegi M&biusa byl
nim odcinek, dla schodow z rys. 3 plaszczyzna. Gdy F jest prosta, mowimy o wigzce liniowej,
gdy przestrzenia wektorowa n-wymiarowa — 0 n-wymiarowej wigzce wektorowej Ale bardziej
istotnym czynnikiem klasyfikujacym wiazki jest typ funkcji przejscia.



Wiazka nad U

Wram‘cze’ry yanfczenfe

Wigzka nad Uy Wigzka nad Uy
utozsamienie,

o ktorym mowa

w definicji wigzki

ograniczenie ograniczerie
na Ugnlly na tnly

(U?n 2)XF (UFnU‘?)X F

(uf)—(uG(f)
G:F—=F jest funkeja przejscia

Jak zwykle wigzemy tu z przeksztalceniem
liniowym
Y= apXptapXat . haggk,

Y1 = @y +tazxst .. Faggag

¥Ya = GuiXi+Hagaxa+ oot QupXy
jego macierz (tablice wspolczynnikow)
@y1@p3d13 ... in
@21033833 .0ty

@31033833 +.. O3n

Ay Bpadpy <. dyp

Zbiory U, nad ktérymi wigzka jest juz postaci U x F, moga na siebie zachodzi¢. Co si¢ wiec
dzieje nad U; n U,? Nad tg czescig wspolna mamy dwa utoZzsamienia — raz wigzke
utozsamiamy z kawalkiem U, x F, drugi — z kawalkiem U, x F, na czgici wspolnej te dwa
utozsamienia nie muszq by¢ takie same. Moga sie rozni¢ — wlasnie o funkcje przejscia. Mozna to
zobrazowac diagramem,

Funkcja przejscia G dziata wiec na wloknie F transformujac je w pewien sposob. ,,Pogladowo™
mozna powiedziec¢, ze w punkecie x € U, n U, stoi dwoch obserwatorow: jeden z kraju U, ,

w ktorym panuje Regula Utozsamiania Nr 1, drugi z kraju U,, w ktorym obowiazuje Reguta
Nr 2.

Funkcja przejscia G : F — F przelicza ,,obserwacje” z ukladu ,,U;” na ,,U,", tlhumaczy jednemu
z nich to, co mowi drugi.

Takie funkcje przejécia musza by¢ zwiazane z kazda parg zbiorow U, nad ktorymi wiazka jest
trywialna — jezeli tylko zbiory te maja niepustg czes¢ wspoina; mamy wigc do czynienia z calg
kolekcja funkcji przejscia G, wszystkie dzialajg z F do F, a konkretne G, wiaze lokalne
sklejenie wigzki z U; x F z jej lokalnym sklejeniem z U; x F. Oczywiscie G;; = GJ;' oraz

() G Gy = Gy

dla wszystkich wskaznikow i, j, k, dla ktorych U, n U; n Uy # ©. Ta ostatnia rownosc stwierdza
bowiem, ze przejécie od ukladu wspolrzednych na U; do ukladu wspoélrzednych na U;, a potem
na Uy da si¢ zastapi¢ przez proste przejscie z U, na U,.

Funkeje przejicia G;; moga by¢ rozne nad roznymi punktami u bazy, tj. przestrzeni, nad ktéra
okreslona jest wiazka. Mozemy napisac: Gy = Giy(u), u € U; n Uj. 1 wladnie w zaleznosci od
tego, jakiej klasy, jakiego typu sg funkcje

u— Giyu),

mamy rozne typy wigzek ; ciggle (= topologiczne), gdy sa to funkcje ciagle, rézniczkowalne —
gdy Gy sa rozniczkowalne wzglgdem #, holomorficzne (= analityczne), algebraiczne itd.
Reasumujac, z naszych okreélent wynika, Ze wigzka jest podana (okreslona), gdy

1) podane jest widkno F i zbiory U,, na ktorych wigzka ma byé postaci U, x F,
2) wybrane sa funkcje przejécia G,;: F — F, gdzie /, j s takie, ze U; n U; # O.

Jak juz powiedzieliémy, wigzka nazywa sie wekrorowa (rzeczywista czy zespolona), jezeli F jest
przestrzeénig R" czy C". Funkcjami przejscia takich wigzek sa funkcije liniowe R" — R" czy
C" -+ C", na ktére mozna patrzec jak na macierze (por. uwaga na marginesie).

Twierdzenie Grothendiecka dotyczy, jak widzielismy, wiazek holomorficznych na zespolonej
prostej rzutowej P! i stwierdza, e kazda taka wiazka jest suma prosta wiazek jednowymiarowych
(liniowych). Nie tlumaczac dokladnie pojecia sumy prostej wiazek pokazemy tylko, jakie funkcje
przejécia ma wiazka bedaca suma prostg wiazek jednowymiarowych (zgodnie z 1) i 2) wyzej
nasze okreslenie moze by¢ potraktowane jako definicja).

Otoz funkcje przejscia takiej wigzki moga byc wybrane w postaci

2
GU-_— 0 By e 0

gdzie (gly), (g, ..., (g])) sa funkcjami przejicia wigzek jednowymiarowych, a wiec niezerowymi
przeksztatceniami liniowymi C — C.

Takie przeksztalcenia sg postaci z — az, gdzie a € C jest niezerowa liczba zespolong. Jak
widzielismy Gi; = Gy;(u), zatem takze a = a(u).

A wiec — wyjasdnia twierdzenie Grothendiecka — dla kazdej wiazki holomorficznej na prostej
rzutowej mozna wybrac¢ funkgje przejscia bedace mozliwie najprostszej postaci

a O ...0
® o ol
0 0 dy

gdzie wielkoSci a, , a3, ..., a, zaleza (holomorficznie) tylko od wspolrzednej u prostej rzutowej.

W naszych coraz bardziej skomplikowanych rozwazaniach mozemy poczyni¢ jedno uproszczenie.
Okreslajac holomorficzne wigzki wektorowe na prostej rzutowej mozemy uzyc tylko dwoch
zbiorow otwartych U, i U,, pierwszy z nich zlozony z wszystkich punktow wiasciwych (u # oo),
drugi z punktow u # 0, za to wraz z ¥ = 00, Do okreslenia wiazki wystarczy wtedy jedna
macierz, bo warunek (*) dotyczy trzech zbiorow. Moglibysmy skrocié¢ artykul nie wspominajac
w ogole o (*), stracilibySmy jednak pewng perspektywe. W kazdym jednak razie holomorficzna
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wigzka wektorowa na zespolonej prostej rzutowej (czy tez: na sferze Riemanna) jest wyznaczona
przez jedng macierz o wspolczynnikach bedacych funkcjami holomorficznymi przy z # 0

iz # oo. Musimy jeszcze zanalizowad, kiedy rozne funkcje przejscia dajg te sama wiazke.
Twierdzenie bedace tematem artykulu powiada bowiem, ze dla kazdej n-wymiarowej wigzki
mozna znalez¢ funkcje przejécia postaci (%). Ot6z, jak latwo zrozumie¢, dwa wybory funkgeji
przejscia G,; oraz Gy, daja te sama wiazke, gdy na kazdym U, da si¢ zgodnie zmieni¢ uklad
wspolrzednych w kazdym wiéknie F = C" tak, by jeden ,,nabor” funkcji przejécia przeszedt na
drugi. Sposob zmiany ma ponadto zaleze¢ holomorficznie od wspoirzednej ¥ na prostej
rzutowej. Korzystajac z jednego z podstawowych faktow algebry liniowej (o zmianie macierzy
przeksztalcenia przy zmianie ukladu wspotrzednych) dochodzimy do takiego wniosku:

twierdzenie Grothendiecka jest rownowazne stwierdzeniu, ze dia kazdej macierzy (g)
o wspolczynnikach holomorficznych poza zerem i nieskoriczonoseia istnieja macierze (Gy)

i (G} takie, ze (Gip) - (gi)) " (G1))
uka

: : ’ 1¥a

jest macierzg postaci . »
0 = ukn

przy czym G, sa funkcjami holomorficznymi dla z # o0, a G[; — holomorficznymi przy z # 0.
I w prawie takiej postaci twierdzenie nasze pojawilo si¢ u Birkhoffa w 1913 roku.

Nie napiszemy juz, dlaczego twierdzenie Dedekinda-Webera wyraza to samo, co twierdzenie
Birkhoffa (jezeli tylko ograniczy¢ sie do nieco wezszego przypadku algebraicznego).
Musieliby$my bowiem znacznie wydiuzy¢ artykul wprowadzajac Czytelnika w podstawy
wspolczesnej (tak jest: wspolczesnej) geometrii algebraicznej. Warto jednak zdac sobie sprawg
z co najmniej dwoch faktow. Pojecie wiazki wektorowej zostalo wprowadzone w poZnych
latach czterdziestych, no, moze wezesnych pigédziesigtych, XX wieku. Pokazaliémy jednak, jak
zwiazane jest ono z bardziej ,,konkretnymi” pojeciami matematyki. Redukcja sformulowania

z poczatku artykulu do przytoczonego przed chwila twierdzenia Birkhoffa odbyla sie na tej
samej drodze, jaka szedl rozw6j dyscypliny. W tym artykule opisaliSmy tg droge w przeciwnym
kierunku: od rzeczy znanych nam dzisiaj do sposobu patrzenia na te same rzeczy dawniej.

I druga uwaga. Zaréwno Dedekind i Weber, jak i Birkhoff zdawali sobie sprawe, Ze ich
twierdzenie jest ,,waZne” i Ze ma i bedzie mialo wiele zastosowan i uogolnien. I rzeczywiscie od
okolo dziesieciu lat holomorficzne wigzki wektorowe badaja rownie dobrze matematycy, jak

i fizycy przenoszac twierdzenie Grothendiecka na ogolniejsze przestrzenie oraz stosujac wyniki
we wspolczesnych teoriach fizycznych. Doprawdy, wszystko juz bylo...

Zadania

Redaguje mgr Krzysztof S. NOWINSKI

M 352. Z czworki ay, by, ¢4, d, liczb naturalnych tworzymy nowa czworke a, = |a, —b,l,

by = |by—c\l, c2 = ley—d,\|, di = |d, —a,|. Wykazaé, Ze powtarzajac t¢ operacj¢ dojdziemy po
pewnym czasie do czworki (aw, bx, ¢, da) = (0, 0, 0, 0).

Rozwigzanie na str. 2

1
M 353. Trojkat ABC lezy wewnatrz rownolegloboku KLMN. Wykazac, ze Sipc < —2~Sxmn.
Rozwiazanie na str. 3

M 354, W kwadracie o boku 1 wybrano 201 punktow tak, Ze zadne trzy sposrod nich nie sg
wspoliniowe. Wykazaé, ze znajda sie wérod nich trzy wierzcholki trojkata o polu nie wigkszym
1
od —.
200

Rozwiazanie na str. 7

Redaguje mgr Tomasz TRATKIEWICZ

F 146. Sportowiec na nartach wodnych moze poruszac sig szybciej niz ciaggnaca go motorowka.
Jak to wyjasnic¢?
Rozwiazanie na str. 7

F 147. Obserwujac holowanie jednostek plywajacych (np. ciagnigcie lodzi przez motorowke)
mozna zauwazyé, ze lina holownicza napina sie jedynie chwilami, na ogot za$ zwisa. Dlaczego?
Rozwigzanie na str. 2
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