Przypominamy

Kazdy, kto nadesle pod adresem redakeji rozwigzanie wraz z zaadresowang
do siebie koperta — lepiej wigksza — z naklejonym znaczkiem, otrzyma
wydruk z komputera 7z komentarzem do tego rozwigzania.

Mizar MSE (4)

W poprzednim odcinku naszkicowaliSmy, jak w Mizarze MSE
zapisuje si¢ dowody. Ten opisany juz sposob dowodzenia nazywa
sie dowodzeniem wprost. W przypadku dowodu implikaciji
zakladamy w nim bowiem najpierw prawdziwos¢ poprzednika

i usitujemy wykazaé¢ prawdziwos$¢ nastepnika.

Inna technika dowodzenia to dowod nie wprost, czyli przez
sprowadzenie do sprzecznosci. Tutaj, w przypadku implikacji
po zatozeniu jej poprzednika zamiast dowodzi¢ nastgpnika,
zakladamy ,,przekornie” jego negacjg. Jezeli z takich zalozen
uda si¢ wywnioskowac nieprawde, to uwazamy wyjsciowa
implikacje za dowiedziona. Co to znaczy wywnioskowac
nieprawde? W praktyce oznacza to najcze$ciej wywnioskowanie
zdania bedacego zaprzeczeniem jednego z poprzednio
uzyskanych zdan. By dopelni¢ formalnosci w dowodzie, tg
wywnioskowana nieprawde musimy zaznaczy¢ odpowiednig
konkluzja (w tym odcinku, jak i poprzednio, korzystamy ze
wstepu do zadania o liniowym porzadku dla utamkow, por.
czes¢ 2, Delta 10/1983).

NWEAP BT & NWCC»DD IMPLIES NWEAE]
FROOF
AGSUME At NWCAYB] AND BsNWLC»DIG
ASEUME C: HOT MNWCAYBIF
THUS CONTRADICTION BY A.C
ENIG

Uzyte w konkluzji dowodu stowo contradiction jest w Mizarze
MSE specjalnie traktowanym symbolem.

Jest ono oznaczeniem pewnego zdania zawsze falszywego —
,,reprezentujacego’ wszystkie zdania falszywe — takiego
,,abstrakcyjnego”, ,,zestandaryzowanego™ falszu. Oczywiscie

not contradiction jest zdaniem zawsze prawdziwym, (Madrzej, to
co jest oznaczane przez contradiction jest nazywane stalg
logiczng falsum, czyli po polsku falsz. A po angielsku
contradiction znaczy sprzecznosc).

Dowod nie wprost mozna od razu zaczaé od zalozenia negacji
dowodzonego zdania i wykazaé, ze to prowadzi do
sprzecznosci.

NOT {HWEAYBI & NWCCsDI1} OR NWEA,EI
FROOF
ASBUME Az NOT (NOT(NWCASBT & NWLC.DI) OR NWEAYEI)G
B: NWCAPBR] & NWLC.DD BY AF
Cr NOT MWEAYBI BY AF
THUS CONTRADICTION BY EsC
ENDF

W taki sposob mozemy postgpowac bez wzgledu na ksztaht
dowodzonego zdania. Wezmy teze z pierwszego przykladu:

NWLA»B1 & NWEC,DI IHMPLIES NULArE]

FROOF
ABSUME A= NOT (NWEASBID & NWCCDI IMPLIES MWEA,BI)F
BE NWEAPET & NWEC,D] & NOT NWCAYBI BY A
THLUES COMTRADICTION BY B

ENDE

(Czytelnicy zechca zauwazyc, ze we wszystkich powyzszych
przykladach dowodzono w istocie tego samego).

S

A jak udowodni¢ nie wprost tezg zaczynajaca sie od
kwantyfikatora ogolnego? Niestety, w tym miegjscu naszego
kursu z zalozenia negacji zdania ogdlnego nie potrafimy jeszcze
w pelni skorzysta¢. Zatem, pierwszy krok zrobimy jak

w dowodzie wprost, Wezmiemy mianowicie pewien dowolny, ale
na czas dowodu ustalony obiekt. Nastepnie bedziemy starali sie
o nim dowies¢ tego, co poczatkowo mieli§my udowodnié¢

o wszystkich obiektach tego typu. No, a teraz mozemy juz
zastosowac techniki dowodu nie wprost do tego, co pozostalo
udowodnié.

Popatrzmy na przykiad (przypominamy, ze zdanie
ograniczajace w kwantyfikatorze ogolnym to w istocie
poprzednik pewnej implikacji):

FOR %+¥+Z BEING ULAMEK
ST NWEXsY1 & X<3Y & NWLZrX3
HOLDS NOT NWCYsZ]
PROOF
LET XsY¥sZ BE ULAMEK SUCH THAT
A% NWEXyYI AND BE XOOY AND ©F NUEZeX:
ABSUME D3 NWEY,Z15 MR
€2 NUCY)X1 BY 0,CyPRZECHODNIOSCS
Fi X=Y BY AsE,ANTYSYNETRIAS
THUS CONTRADICTION BY ¥iyF
ENDY

Dowody nie wprost sa uwazane czesto za najlatwiejsza forme
uzasadniania tezy. Wezmy taki dowod:

FOR XrY»Z BEING ULAMEK ST NOT NWEXyYI & NOT NWLYZ]
HOLDE X<)Z
FROOF LET XyYpZ BE ULAMEK SUGCH THAT
A NOT NWEXeYD AND B: NOT NWLCYZ39
ASSUME Ct X=Z%
THUS CONTRADICTION BY ArBeC»SPOJINDSC
ENDF

Jezeli nie jest jasne, skad tutaj wynika sprzecznosc, to podajemy
rozumowanie w drobniejszych krokach. Majac juz poczynione
zalozenia 4, B i C mogliby$my ten dowod kontynuowac tak:

D2 NOT NECZ2Y1 BY AsCH
E: NWLCZyY1 BY BySPOJNDSCH
THUEG CONTRADICTION BY Def

Modut sprawdzajacy logiczna poprawnos¢ tekstow Mizara MSE
(checker) akceptuje oba uzasadnienia. A jaki bylby dowod
wprost w tym przypadku?

MNa koniec zauwazmy, ze jesli juz dla pewnej tezy dysponujemy
dowodem wprost, to z latwoscia mozemy przedstawic jej dowod
nie wprost. Mozna rowniez dokona¢ operacji odwrotne;j.

Zadania:
Przedstawi¢ dowod nie wprost dla nastepujacych tez:

Til: FOR XeYsZ BEING ULAMEKR

ST NOT MWEX»Y2 & NOT NWCYrZJ HOLDS NOT NWEX»Z31
Tiz2z FOR XeYrZ BEING ULAMEK ST NWDXyY] & NWDYSZJ

HOLDS NOT NWLZX1 OR X=Z
T1i3: FOR XeY BEING ULAMEK 57 NWLXsY1

HOLDS FOR Z BEING ULAMEK HOLDS NMCX.Z1 OR HWCZ»Y1
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