
~ Na poczatek proponuje Czytelnikowi, aby spróbowal obliczyc granice
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Czy kazd~ podróz do VVeneai

konczy siew Wenecji?

Mgr Piotr CHRZASTOWSKI
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Cala historia zaczela sie w autobusie, który wraz ze mna i z moim kolega,
matematykiem, podazal w kierunku Wenecji. Noc juz zapadla i zalezalo nam na
czasie, gdyz nie wypadalo zbyt pózno przyjezdzac do oczekujacych nas
goscinnych Wlochów. Minelismy wlasnie znak "Wenecja 80 km". Odruchowo
spojrzalem na licznik. Szybkosciomierz wskazywal 80 km/godz. Nie bylo jeszcze
tak zle. Predkosc autobusu zaczela jednak nieco maleci dziesiec kilometrów dalej
jechal juz tylko z predkoscia 70 km/godz. Wtedy to zrodzilo sie nastepujace,
makabryczne zadanie:

Zadanie
Autobus ma do przejechaniaa kilometrów. Na x kilometrów do celu jego
predkosc wynosix km/godz.

Po jakim czasie:
1. dojedzie do celu?
2. przebedzie polowe drogi?

Zabralismy sie zwawo do rozwiazania, bojac sie, ze nie zdazymy przed Wenecja·
Tutaj, Drogi Czytelniku, przymknij oczy, wyobraz sobie, ze jedziesz do
Wenecji i spróbuj to zadanie rozwiazac (przynajmniej punkt l).
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Nie jest ono w koncu takie bardzo trudne.

Wyobrazmy sobie, ze coraz dokladniej przyblizamy ciagle hamowanie autobusu
w nastepujacy sposób:

'""'-

Pierwsze przyblizenie: Jedziemy cala droge z predkosciaa km/godz., co nam
zajmie jedna godzin«.

Hl = I.
Drugie przyblizenie: Jedziemy pierwsza polowe drogi ze stala predkoscia
a km/godz, a potem przypominamy sobie o zalozeniach i w polowie drogi

zwalniamy nagle do ~ km/godz i dojezdza,my z ta predkoscia juz do konca.

C . k' .... a I al a Izas, Ja l nam to zaJmIe, wYl1lesleH2 = T a+3" T = 2 + l.

n-te przyblizenie: zaczynamy od predkoscia km/godz i co _1_ drogi zmniejszamyn

nasza predkosc o ~ km/godz.n

HII = ~/a+ ~/ (n-l)a +...+!!....-j!!....- = ~ +_1_1+...~I.n n n n n 1l n-

Im na wiecej czesci podzielimy nasz odcinek[O, a], tym dokladniej skokowy ruch
autobusu bedzie przypominal rzeczywisty. Przyn --> 00, Hn bedzie dazylo do
rzeczywistego czasuH.
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Niestety jednak

00

lim Hn = ~ ~ = 00,n_oo ~ l;=1
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czyli przy n --> 00 czas Hn dazy do nieskonczonosci. Gdyby tak dalej poszlo, to
nigdy nie dojechalibysmy do Wenecji. Makabra!

Jest to zreszta oczywiste, gdyz kierowca porównujac licznik ze slupkami milowymi
w dowolnym momencie mysli sobie: "No to jeszcze godzinka i bedziemy na
miejscu". Ta jego swiadomosc jest niezmiennicza wzgledem czasu!
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Polowe drogi jednak juz na pewno osiagniemy. Aby wyznaczyc czas na to
potrzebny, spróbujmy uzyc tej samej metody:

a/lTl = 2 a = 2'

a /3a aI 1 1T2=/f 4+/f a=3+/f'

_~I (n+ l)a ~I(2n-l).fl ~/2na_Tn - 2n 2n + ...+ 2n 2n + 2n 2n-

1 l l l

= n+l + n+2 + ...+ n+(n-l) + n+n .

Czas T potrzebny na przebycie pierwszej polowy drogi jest, podobnie jak
w pierwszym przypadku granica limTn = T. Granice te oczywiscie da sie

n~oo

jakos tam w miare normalnie policzyc. My jednak uzyjemy armaty na komara
i zabijemy go bezlitosnie. Rozwiazemy nasze zadanie uciekajac sie do równan
rózniczkowych.

Wyrazimy polozenie x w zaleznosci od ciasut, który uplynal od chwili t = O,

gdy znajdowalismy sie w punkciea. Predkosc v(t) w punkcie x(t) wynosi -x
(minus, gdyz jest skierowana przeciwnie do wzrostu argumentu).

Otrzymujemy zatem równanie rózniczkowe

(*) ~; = - x z warunkiem poczatkowym x(O) = a.

Rozdzielamy zmienne i calkujemy:

dx

- = -dt
x '

In x = -t+c.

Wyznaczamy teraz stala C (z warunku poczatkowego)

]na = -0+ C, ·czyli C = ]na.

Zarówno a, jak i x sa dodatnie, wiec nie ma klopotów ze znakami, ostatecznie
mamy

Rozwiazanie zadania M 34ft.
Transpozycje (k, k+ l) mozemy przedstawic

jako ck lot o ('"+1_1.;. Mozemy wiec ze
zlozen cyklu (' i transpozycji l odtworzyc

wszystkie transpozycje (l, 2), ... (n-l, n),
a wi~C9 w mysl tezy zadania M 346,
wszystkie permutacje.

x=a'e-t

a
t = ln-.

x

lub co bedzie dla nas wygodniejsze,

Rozwiazanie ESdania F 142.
Ladunek wprowadzony na przyrzad gromadzi

sie glównie na koncach listków. Odpychanie
tych ladunków napina listki i ustawia je
wzdluz normalnych do przewodnika

kulistego, czyli lak, jak bieglyby linie natezen

pola przewodnika bez pasków cynfolii.
Potencjal stery i listków jest staly (o ile
mozna 7aniedbac splywanie ladunków do
otoczenia). a f7eczywiscie istniejacepoje jest
duzo bardziej skomplikowane niz dla
pr7ewodnika kulistego. Linie natezen tego
pola sa oczywiscie prostopadle do
powierzchni va~k.ów i przewodnika. Wano

zasta.nowic sie nao orienlacyjnym
przebiegiem lych linii.

Sprawdzamy szybko, ze istotnie ]im In ~= 00 i zabieramy sie za druga
- x_o+ X

polowe zadania bez najmniejszego trudu

Ciekawostka: wynik zupelnie nie zalezy oda. Nieza]eznie od tego, czy lecimy ze
Slon"a na Ziemie, czy przesuwamy olówkiem po papierze wedlug wzoru (*),
zawsze przebycie polowy drogi zajmie nam tyle samo czasu (przy pominieciu
efektów relatywistycznych l).

Czyli ostatecznie

l. (l l l )lm --+-- + ...+-- = ]n2.
n~oo n+ I n+2 n+n

Moral: Trudne do przewidzenia sa korzysci wynikajace z podrózy do Wenecji.

I na zakonczenie pytanie: czy Czytelnik potrafi podac przyklad innego ruchu, niz
opisany równaniem (*), za pomoca którego mozemy, dowolnie blisko zblizyc sie
do celu. ale samego celu nigdy nie osiagnac?

13


