
Okrag Feuerbacha jest styczny do okregu wpisanego w trójkat
i .do okregów dopisanych
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Raz' riazanlc zadania F 140.
Zasada zachowania cneq,;:il wymaga, aby igla
(w zaleznosci od w ..Lrunków poczatkowych)

pOlos-taww.la. w spoczynku lub ohracala sie ze

stala predko,cia katowa. Fakttcn staje SIe
bardziej zrozumialy, gdy rozpatrzymy jej
model matematyczny. np. traktujac ja jako
uklad dwóch monopoli (dawniej mowlono
"mas") mJgnctycznych o przeciwnych
.,ladunkach". Na kazdy z nich d;iala sila
styczna do linii indukcji pola. Wektory tych
sil maja równe wartosci. kcz róznia si~
zwrotami. Ponadto równe sa takze ich
ramiona. Zatem wypadkowa sila
i wypadkowy moment sily dzialajace na
igle musza byc równe zeru. Oczywiscie do
tego samego wniosku prowadzi przyjecie
innego modelu igly badz skorzystanie
z sym~trii. A jak zachowalaby sie igla, gdyby
otwór byl umieszczony niesymetrycznie, np.
blizej bieguna poludniowego?

A

Rys. l Okrag Feuerbachai prosta Eulera trójkata
B

Rys. 2 Standardowe oznaczenia

Wsród wielu ciekawych zaleznosci, jakie mozna znalezc w kazdym trójkacie, warto zwrócic
uwage naokrag Feuerbacha(zwany czasem okregiem Eulera lub okregiem dziewieciu punktów).
Przechodzi on przez srodki boków trójkata, spodki jego wysokosci i srodki odcinków wysokosci

miedzy wierzcholkami a ortocentrumH (rys. 1). Jest - jak latwo spostrzec - obrazem
jednokladnym okregu opisanego na trójkacie; srodek jednokladnosci jest w ortocentrumH,
a skala wynosi 1/2. Wynika stad oczywiscie zaleznosc pomiedzy promieniami

R = 2f,

gdzie znaczenieR i f latwo zgadnac.

Warto tez zwrócic uwage na inna jednokladnosc - o srodku w S (srodku ciezkosci trójkata)
i skali - 1/2. Przeprowadza ona - jak widac z rysunku 1 - ortocentrumH na srodek O

okregu opisanego. Zatem w kazdym trójkacie punktyH, S, O sa wspólliniowe (bo punkt, obraz
i srodek jednokladnosci zawsze leza na jednej prostej); ponadtoSH = 20S. Wyznaczaja one
prosta (o ile tylko trójkat nie jest równoboczny) - tzw.prosta Eu/era (rys. 1). W polowie
odcinka OH lezy na niej i srodekF okregu Feuerbacha.

Autor artykulu postawil sobie dwa cele. Pierwszy: opisac ciekawa i chyba malo komu znana
wlasnosc okregu Feuerbacha. Drugi: przedstawic kilka jej dowodów i zadac Czytelnikom
pytanie (w pojeciu autora retoryczne): który jest najladniejszy? Wspomniana ciekawa
wlasnosc okregu Feuerbacha jest juz wymieniona w tytule:

Okrag Feuerbacha jest styczny wewnetrznie do okregu wpisanego w trójkati zewnetrznie do trzech
okregów dopisanych do trójkata .

•••

TYI? sposobem zrealizowany zostal cel pierwszy; rysunki 3i4 ilustruja opisana wlasnoSC.
Przejdzmy do dowodów. Przedstawimy je w pewnym skrócie, bardzo starajac sie nie naduzyc
nigdzie wyswiechtanego zwrotu "latwo sprawdzic" (bo slowo musi byc swiete, jak spiewal kilka
lat temu Wieslaw Michnikowski).

Rys. 3
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Rys. 4

W dowodzie I skorzystamy z inwersji (patrz artykuly na str. 1 i 7).

Wygodnie bedzie wprowadzic proste pojecie. Powiemy, ze
wspólliniowe punkty A, B, C, D tworza czwórke harmoniczna, gdyBA/BC = DA/DC.
Skorzystamy z prawie oczywistego faktu, ze rzutowanie równolegle zachowuje harmonicznosc

czwórek punktów. PunktyA i K na rysunku 3 sa srodkami jednokladno~ci przeprowadzajacych
okrag wpisany na dopisany. Stad szybko wynika, zeA, l, K, I' tworza czwórke harmoniczna,
a wiec tworza ja takzeD, X, K, X' - rzuty A, l, K, I' na przedluzenie bokuBe. Umiarkowanie
trudno pokazuje sie, ze proste laczace wierzcholki trójkata z punktami stycznosci okregów
dopisanych polowia jego obwód; w naszym przypadkuAC+CX' = X'B+BA, skad szybko
wynika, zeXB = CX, tj. A' jest srodkiem nie tylkoBC, ale i XX'.

Dokonamy teraz inwersji wzgledem okregu o srodkuA' i promieniu A'X = A'X'. Okrag
Feuerbacha przechodzi przezA', a wiec odwzoruje sie na prosta. Ta prosta przejdzie przez obraz
inwersyjny punktu D - a wiec punkt K (D, X, K, X' tworza czwórke harmoniczna). Dowód
nasz bedzie zakonczony, gdy przekonamy sie, ze

l) ta prosta jestm (rys. 3),

2) wspomniana inwersja przeksztalca okrag wpisany na ten sam okrag i okrag dopisany na ten
sam okrag dopisany.

Obydwa te fakty mozemy zostawic Czytelnikom jako zadanie. W pierwszym z nich trzeba
bedzie sprawdzic, ze styczna dó okregu Feuerbacha w punkcieA' jest prosta równolegla dom
(rys. 3). To zas otrzymamy z kilku równosci katów na rys. 3, a w gruncie rzeczy z tego, zeA'C'
jest równolegla doAC, A'B' do AB, zas B'C' do BC. Aby wykazac, ze nasza inwersja
przeksztalca okrag (wpisany) w siebie, zauwazmy, ze jest on prostopadly do okregu, wzgledem
którego wykonujemy inwersje. Problem sprowadzi sie zatem do wykazania, ze

Q'
a

w Jezeli dwa okregi sa prostopadle, to inwersja wzgledem jednego przeksztalca drugi w siebie.

To zas stanie sie zupelnie proste, jezeli przypomnimy sobie jakikolwiek sposób konstruowania

punktu inwersyjnego wzgledem danego (np. Inwersja - 2).

Zakonczylismy dowód I. W drugim bedziemy korzystac tylko ze znanych lub latwo osiagalnych
w tablicach wzorów planimetrii (lista ponizej). Wszystko sobie obliczymy (autor cytuje tu
swoja szescioletnia córke, która odezwala sie kiedys; ty masz, tatusiu, dobry zawód, bo wszystko
mozesz sobie obliczyc).

u"

Oto potrzebne wzory (oznaczenia - patrz rys. 2 i 4):

l. Dla dlugosci srodkowej boku trójkata mamy

l I
m2 = _(b2+c2) __ a2•

• 2 4
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Prad plynacy w przewodzie prostoliniowym
jest zródlem dodatkowego pola, którego

""tory indukCJisa styczne do powIDzchm
toru'" (, prostopadle do wektorów indukcji
pola zwoju). Zgodnie z zasada superpozycji
pól indukCja pola wypadkowego jest równiez
styczna do tej powierzchni, il jej ljn!e tworza
linie srubowI,; owijajace torus (rys. 2).

anI. zadaniaF Ul
Gdyby prad plynal tylko w prz;:wodmku
kolowY.71. wtedy linie j....:'! ".Kcjj w ,,:::0

n,,;:·!.mym otoczemu "ylybY "k~
(patrz rys. 1), a Ich zbiór dla danej wartOSCI
indukcji stanowilby powierzchnie tOTUsa.

Wynika to z fak'u. iz dla ",.lych wartoscl
stosunku r/R c1emenl przewodmka
kolowego mozna traktowac lako
prostolniOwy

e jest ja!c w 3.

Patrzac na trójkat prostokatny o przeciwprostokatnejIH mamy IH2 = p2+q2. Podnoszacp i q

do kwadratu, po dlugich i zmudnych obliczeniach mozemy dojsc stad do zaleznosci

2. Promien okregu wpisanego w zaleznosci od· promienia okregu opisanego:

4R·a.·P.yr = sm - sm - sm -.
222

3. Promien okregu wpisanego w trójkat laczacy spodki wysokosci trójkata:

(! = 2 R coscx cospcosy.

Dowód wzoru nr 8 zacznijmy ód zastosowania 3 i 4:

I,H, = BI,-BH, = 4Rsin'::'cos~sin~-2Rcospsiny =p,2 2 2

r-HH, = 4R sin'::' sin ~ sin ~ -2R cosp cosy = q.2 2 2

4. BI, = 4R sin'::' cos ~ sin~.
2 2 2

5. HH, = 2 R cos P cos y.
6. Odleglosc srodka okregu opisanego od wpisanego:

OP = R2-2Rr.

7. Odleglosc srodka kola opisanego od ortocentrum:

OlP = R2-4R e, gdzie

8. IH2 = 2r2-2Re.

Uporzadkowalismy wzory wedlug (subiektywnej) wzrastajacej skali trudnosci w ich dowodzie;
dowiedziemy tylko 8. Moze tylko jedno zdanie na temat 7: wzór ten wynika z podobienstwa

trójkata HLH, i BA'C, gdzie L Epr. H, H2 r'lpr. CH3, a A' jest punktem na okregu opisanym,
polozonym po przeciwnej stronie srednicy nizA.
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Rys. I

Rys. 2

Prubjcg linii srubowej musi zaJei:ec od

stosunku natezen pradów w przewodnikach.

Intuicja podpowiada (i potwierdzaja to
obliczenia), ze przy okreslonych stosunkach

pradów li':lia indukcji moze nie b)'~ zamknieta.
Oplata wtedy dokladnie powierzchnie torusa .
Czy nie ;est to jednak sprzeczne z prawem
Ampere'a? A jaki jest ksztalt linii indukcji
w obszarach bardziej odleglych od petli?

IH2 = 16R2sin2'::' sin2 ~ -16R2 sin'::' sin ~ cosP(coS~Siny+ sin ~ cosy)+4R2 cos2 p.22,22 2 2

Dalsze rachunki (standardowe przeksztalG,enia trygonometryczne) doprowadza do

IH2 = 32R2sin2'::' sin2 !!.-- sin2 ~ -4R2 cosa. cosp cosy,2 2 2

co na. mocy 3 i 4 jest inna tylko postacia wzoru 8.

Z nagromadzonych wzorów teza wynika juz bardzo p~osto. Wiemy, zeOF = FH, a wiec FI jest
srodkowa w trójkacie OHI. Zatem l daje

l l 1 1 . ( l )2
IF2 = - (OP+IH2)--OH2 = -R2-Rr+r2-RI>--R2+ Pn = -R-r2 . 4 2 "4 ~~ 2 '

l
wiec IF = - R-r; a to znaczy, ze odleglosc srodków okregu Feuerbacha i wpisanego jest

2

równa róznicy ich promieni. Sa wiec one styczne wewnetrznie.

. Dowód zmieni sie troche dla trójkata rozwartokatnego, a jeszcze bardziej, gdy bedziemy
dowodzic, ze okrag Feuerbacha jest styczny do okregu dopisanego. Zmiany polegac beda
wprawdzie tylko na zastapieniu niektórych znaków + przez - lub odwrotnie, ale wlasnie

dlatego, ze niektórych - dowody trzeba bedzie przesledzic od nowa .

•• •

/
A obiecany trzeci dowód? Spróbujmy. Przypiszmy wierzcholkom trójkata wspólrzedne
A = (Xt, y,), B = (X2, h), C = (X3, Y3)i zabierzmy sie do wyliczenia wszystkiego w tych

wspólrzednych. Oto wzór na wspólrzedne srodka okregu Feuerbacha:

X=

Y=

(xf + yf) (h- Y3)+ (xi + yi) (Y3- y,)+ (x~ + y~)(y, - Y2)

2[y,(X2 -X3)+ Y2(X3-x,)+ Y3(X, -X2)]

(xf+ yf)(X2-X3)+ (xi+ yi) (X3-x,)+ (xh y~)(X,-X2)

2 [Xt(Y2 -Y3)+X2(Y3-y,)+X3(Y, -Y2)]

Dokonczenie dowodu autor zlosliwie pozostawia Czytelnikom.

dr Michal SZUREK
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