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Rys. 2 Standardowe oznaczenia

Okrag Feuerbacha jest styczny do okrggu wpisanego w tréjkat

1 do okregdéw dopisanych

A / 8 5 =]
Rys. | Okrag Feuerbacha i prosta Eulera trojkata

Wsrod wielu ciekawych zaleznoscei, jakie mozna znalez¢ w kazdym trojkacie, warto zwrocic¢
uwagg na okrqg Feuerbacha (zwany czasem okregiem Eulera lub okregiem dziewigciu punktow),
Przechodzi on przez $rodki bokow trojkata, spodki jego wysokosci i srodki odcinkow wysokosci
migdzy wierzchotkami a ortocentrum H (rys. 1). Jest — jak latwo spostrzec — obrazem
jednoktadnym okregu opisanego na trojkacie; srodek jednokladnosci jest w ortocentrum H,

a skala wynosi 1/2. Wynika stad oczywiscie zalezno$¢ pomigedzy promieniami

R=2f
gdzie znaczenie R i flatwo zgadnaé.

Warto tez zwroéci¢ uwage na inng jednokladnos$é — o $rodku w § (Srodku cigzkosci trojkata)

i skali — 1/2. Przeprowadza ona — jak widac z rysunku | — ortocentrum H na $rodek O
okrggu opisanego. Zatem w kazdym trojkacie punkty H, S, O sa wspolliniowe (bo punkt, obraz
i srodek jednokladnosci zawsze leza na jednej prostej); ponadto SH = 20S. Wyznaczaja one
prosta (o ile tylko trojkat nie jest rOwnoboczny) — tzw. prostq Eulera (rys. 1). W polowie
odcinka OH lezy na niej i srodek F okregu Feuerbacha.

Autor artykulu postawit sobie dwa cele. Pierwszy: opisa¢ ciekawa i chyba malo komu znang
wilasnos$¢ okregu Feuerbacha. Drugi: przedstawi¢ kilka jej dowodow i zadac¢ Czytelnikom
pytanie (w pojeciu autora retoryczne): ktory jest najladniejszy? Wspomniana cickawa
wlasnoé¢ okregu Feuerbacha jest juz wymieniona w tytule:

Okrgg Feuerbacha jest styczny wewnetrznie do okregu wpisanego w trojkat i zewnetrznie do trzech
okregow dopisanych do trdjkqta.

¥k

Tym sposobem zrealizowany zostat cel pierwszy; rysunki 3 i 4 ilustrujg opisang wlasnosé.
Przejdimy do dowodoéw. Przedstawimy je w pewnym skrocie, bardzo starajac sie nie naduzy¢
nigdzie wyswiechtanego zwrotu ,latwo sprawdzi¢” (bo stowo musi by¢ $wiete, jak Spiewal kilka
lat temu Wiestaw Michnikowski).

Rys. 3 -

<



Rys. 4

W dowodzie I skorzystamy z inwersji (patrz artykuly na str. 1 i 7).

Wygodnie bedzie wprowadzié proste pojecie. Powiemy, ze

wspolliniowe punkty 4, B, C, D tworzg czworke harmoniczna, gdy BA/BC = DA[DC.
Skorzystamy z prawie oczywistego faktu, ze rzutowanie rownolegle zachowuje harmonicznosé
czworek punktow, Punkty A i K na rysunku 3 sg $rodkami jednokladnosci przeprowadzajacych
okrag wpisany na dopisany. Stad szybko wynika, ze A, I, K, I’ tworza czworke harmoniczna,

a wiec tworzq ja takze D, X, K, X’ —rzuty A, I, K, I’ na przedluzenie boku BC. Umiarkowanie
trudno pokazuje sie, ze proste laczace wierzcholki trojkata z punktami stycznosci okregow
dopisanych polowia jego obwodd; w naszym przypadku AC+ CX’ = X'B+ BA, skad szybko
wynika, ze XB = CX, tj. A’ jest srodkiem nie tylko BC, ale i XX".

Dokonamy teraz inwersji wzgledem okregu o srodku A’ i promieniu A°X = 4’X’, Okrag
Feuerbacha przechodzi przez A’, a wigec odwzoruje si¢ na prosta. Ta prosta przejdzie przez obraz
inwersyjny punktu D — a wigc punkt X (D, X, K, X’ tworza czworke harmoniczng). Dowod
nasz bedzie zakonczony, gdy przekonamy sig, Ze

1) ta prosta jest m (rys. 3),

2) wspomniana inwersja przeksztalca okrag wpisany na ten sam okrag i okrag dopisany na ten
sam okrag dopisany.

Obydwa te fakty mozemy zostawi¢ Czytelnikom jako zadanie. W pierwszym z nich trzeba
bedzie sprawdzi¢, ze styczna do okregu Feuerbacha w punkcie A’ jest prosta rownolegla do m
(rys. 3). To zas otrzymamy z kilku rownosci katow na rys. 3, a w gruncie rzeczy z tego, ze A'C’
jest rownolegla do AC, A’B’ do AB, za$ B'C’ do BC. Aby wykazac, ze nasza inwersja
przeksztalca okrag (wpisany) w siebie, zauwazmy, Ze jest on prostopadly do okregu, wzgledem
ktorego wykonujemy inwersje. Problem sprowadzi si¢ zatem do wykazania, ze

Jezeli dwa okregi sa prostopadte, to inwersja wzgledem jednego przeksztalca drugi w siebie.

To za$ stanie si¢ zupelnie proste, jezeli przypomnimy sobie jakikolwiek sposob konstruowania
punktu inwersyjnego wzgledem danego (np. Inwersja — 2).

Zakoniczylismy dowod I. W drugim bedziemy korzystac tylko ze znanych lub latwo osiagalnych
w tablicach wzorOw planimetrii (lista ponizej). Wszystko sobie obliczymy (autor cytuje tu

swojg szescioletnig corke, ktora odezwala sig kiedys$; ty masz, tatusiu, dobry zawod, bo wszystko
mozesz sobie obliczy¢).

Oto potrzebne wzory (oznaczenia — patrz rys. 2 i 4):

1. Dla dlugosci Srodkowej boku trojkata mamy

1 1
3 = —(b*+ch)——a’.
m 2( ) 2
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2. Promien okregu wpisanego w zalezno$ci od promienia okregu opisanego:
e
r = 4R sin — sinE sin 1
2 2 2
3. Promien okrggu wpisanego w trojkat laczacy spodki wysokosci trojkata:

_g = 2 R coswx cosf cosy.

o
4. BI, = 4R sin — cos E sin 3’"
2 2 2
5. HH, = 2 R cos f cos y.
6. Odleglos¢ srodka okregu opisanego od wpisanégo:
OI* = R*—2Rvr.
7. Odleglosc srodka kola opisanego od ortocentrum:
OH? = R*—4Rp, gdzie p jestjak w 3.

8. IH? = 2r*—2Rop.

Uporzadkowali$my wzory wedlug (subiektywnej) wzrastajacej skali trudnosci w ich dowodzie;
dowiedziemy tylko 8. Moze tylko jedno zdanie na temat 7: wzdr ten wynika z podobienstwa
trojkata HLH, i BA'C, gdzie L e pr. H, H, n pr. CHj, a A’ jest punktem na okregu opisanym,
polozonym po przeciwnej stronie Srednicy niz A4.

Dowdd wzoru nr 8 zacznijmy od zastosowania 3 i 4:

o
I,H, = BI,—BH, = 4R sin ?oos-‘-g-sin% —2R cosfisiny = p,

O I
r—HH, = 4R sin ?sm?sm E_ZR cosfi cosy = gq.

Patrzac na trojkat prostokatny o przeciwprostokatnej IH mamy IH? = p*+g2. Podnoszac pi g
do kwadratu, po diugich i zmudnych obliczeniach mozemy doj$¢ stad do zaleznosci

o o
IH? = 16R*sin?* —sin? E —16R? sin — sin — cos | cos Esin}f+ sin —& cosy | +4R? cos?f.
2 2 , 2 2 2 2
Dalsze rachunki (standardowe przeksztalcenia trygonometryczne) doprowadza do

o
H? = 32R*sin? = sin? % sin? %—4&* cosa cos f cosy,

co na mocy 3 i 4 jest inng tylko postacig wzoru 8.

Z nagromadzonych wzorow teza wynika juz bardzo prosto Wiemy, ze OF = FH, a wigc FI jest
srodkowa w trojkacie OHI. Zatem 1 daje

1 1 i 1 1 7
IF? = — (OI*+JH?)— —OH?* = — R*— Z_Rp—— R? =[—R-r|,
2( +1IH?) 7y ZR Rr+r*—Ro 4R+R9 (23 r)

1
wige IF = 5 R—r; a to znaczy, ze odlegloé¢ srodkow okregu Feuerbacha i wpisanego jest
rowna roznicy ich promieni. S3 wigc one styczne wewngtrznie.

Dowod zmieni sig trochg dla trojkata rozwartokatnego, a jeszcze bardziej, gdy bedziemy
dowodzi¢, ze okrag Feuerbacha jest styczny do okrggu dopisanego. Zmiany polegac¢ beda
wprawdzie tylko na zastapieniu niektorych znakow + przez — lub odwrotnie, ale wlasnie
dlatego, ze niektorych — dowody trzeba bedzie przesledzi¢ od nowa.

* % %

A obiecany trzeci dowod? Sprobujmy. Przypiszmy wierzchotkom trojkata wspolrzedne
A = (x,, 31), B = (x2, ¥2), C = (x3, y3) i zabierzmy si¢ do wyliczenia wszystkiego w tych
wspotrzednych. Oto wzor na wspolrzedne srodka okregu Feuerbacha:

42 Ga—pa)+ (3 +yD (r3—y0)+ (3 +3) (11 —y2)
i 2102 —x3)+ y2 (s —x1)+ yalxi —x2)]
A x4+ 2D (x2—x3)+ (x3 4+ 3) (x3—x1) + (33 +»3) (1 —x3)
- 2[x1(y2—y3)+x2(ys—y1)+x3(y1 —¥2)]

Dokoniczenie dowodu autor zlosliwie pozostawia Czytelnikom.

dr Michal SZUREK



