Inwersje

Przez 1., gdzie s jest okregiem o $rodku O i promieniu r rozumie¢ bedziemy przeksztalcenie
plaszczyzny bez punktu O na nig sama, spelniajace nastgpujgcy warunek:

Dla dowolnego, réznego od O, punktu X punkt 7, (X) lezy na polprostej OX i OX- Of, (X) = r2.

Przeksztalcenie to nazywa sie inwersjg wzgledem okregu s, a czasem tez symefrig wzglegdem s.
Ta ostatnia nazwa bierze sig stad, ze jest to inwelucia — czyli I; (I; (X)) = X — tak jak
i symetrie.

Dla badania inwersji dogodnie jest uzywaé nazwy laricuch, ktora tu bgdzie oznacza¢ zarowno
prosta, jak i okrag. Otoz inwersje przeprowadzaja laficuchy w lancuchy (oczywiscie ewentualnie
bez punktu O).

Aby to udowodni¢, dogodnie jest skorzysta¢ z nastepujacego lematu '
¥ OXY = ¥ OL (Y) I, (X).

Ci z Czytelnikoéw, ktorzy nie umieja (badZ nie chea) przeprowadzi¢ dowodu, znajda go

w numerze. W innym miejscu jest tez podany (oznaczony numerem 1) szkic dowodu, ze
obrazem lancucha jest lancuch. Ciekawym problemem jest tez stwierdzenie, jakie laficuchy przy
I, przechodza na siebie (choé, byé moze, ich punkty si¢ przemieszczaja). A oto odpowiedZ:

Earicuch przechodzi na siebie przy I, gdy jest to s, badZ jest on do s ortogonalny (co oznacza
przecinanie si¢ linii pod katem prostym).

Szkic dowodu (z numerem 2) gdzie§ w numerze. Warto si¢ o tym przekona¢, albowiem mozna
dzieki powyzszemu twierdzeniu okresli¢ /; bez uzywania O i r* — tylko za pomocg s:

Jeéli ortogonalne do s laficuchy p i ¢ przechodza przez X, to ich drugim punktem przeciecia jest
I (X).

Istotnie, jesli X € p n g, to I, (X) e I, (p) n I, (g), ale wobec ortogonalnodci I, (p) = pi L (g) = q.
Zauwazmy, ze nasza druga definicja obejmuje obok inwersji takze symetrie osiowe.

Przy inwersji bardzo bliskie siebie punkty moga sie znalez¢é ogromnie daleko (np. gdy leza tuz,
ale po przeciwnych stronach 0). Jezeli to si¢ nam nie podoba, mozna zlu zaradzic traktujac
inwersj¢ na plaszczyZnie jako plaski obraz pewnego przeksztalcenia sfery (czyli powierzchni
kuli), ktore tez zreszia jest nazywane inwersja. W tym celu nalezy umie¢ zrecznie przeksztalcaé
plaszczyzne na sfere i sfere na plaszczyzne.

Stosowna metoda jest rzut stereograficzny.

Dokonuje sig go przez postawienie na plaszczyZnie sfery i ustalenie, ze punkt X plaszczyzny
i punkt X’ sfery odpowiadaja sobie, gdy mozna przez nie poprowadzi¢ prosta przechodzaca
przez najdalszy od plaszczyzny punkt sfery.

Rzut stereograficzny jest wiernokaqtny, co oznacza, ze odpowiadajace sobie linie na
plaszczyinie i na sferze przecinajg si¢ pod tym samym katem (szkic dowodu w numerze,
oznaczony 3). Ponadto lancuchom odpowiadajg na sferze okrggi (szkic dowodu oznaczony
jest 4).

Wobec tego nasza druga definicja inwersji da nam, zastosowana do sfery, to samo co
przeniesienie inwersji z plaszczyzny na sferg. Nawet co$ lepszego — punkt O tez bedzie mégt byé
przeksztalcony i jego obrazem okaze sig najwyzszy punkt sfery. Co wiecej — teraz bliskie punkty
beda przez inwersj¢ przeksztatcane na bliskie. A symetrii osiowych nie bedzie mozna odréznié od
,,normalnych” inwersji.

Ze wzgledu na te udogodnienia chcialoby si¢ sytuacje ze sfery przenie$¢ na plaszczyzne. W tym
celu nalezatoby doda¢ do plaszczyzny ,,dodatkowy” punkt odpowiadajgcy, z zalozenia,
najdalszemu punktowi sfery i ,,zamykajacy” wobec tego wszystkie proste. Po wykonaniu tego
uzupelnienia farficuchy bgda wszystkie jednakowe, inwersje nie beda odrdznialne od symetrii
osiowych. Taki system geometryczny nazywany jest geometria Mobiusa.

A teraz pytanie: nie mamy watpliwosci, Ze inwersje na sferze sa przeksztalceniami cigglymi; czy
(nieuzupelnione) inwersje na plaszczyZnie tez sa ciagle?

Adla tlych, ktorych zainteresowaly inwersje, dwa trudniejsze problemy (bez rozwigzania
W numerze):

1. Wykazaé, ze inwersje sa wiernokatne.
2. Wykaza¢, ze kazdy punkt, ktory mozna skonstruowaé z danych punktéw cyrklem i linijka,
moze by¢ skonstruowany samym cyrklem.



