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Rys. 2 2

Rys. 3

Inwersja, stozkowe 1 inni

Inwersja

Jezeli mamy na plaszezyZnie dany okrag o(A4, 1), to inwersja wzgledem tego okregu (lub inwersja
o $rodku A4 i promieniu t) nazywane jest takie przeksztalcenie plaszczyzny, przy ktorym
obrazem dowolnego punktu P jest punkt P’ nalezacy do polprostej AP, spelniajacy warunek
AP+ AP =12

Jezeli okrag inwersji ma rownanie x*+4y* = 12, to przy inwersji wzgledem tego okregu punkt
P = (x, y) zmienia wspoOlrzedne wedlug wzordw:
1 12

1 x" = e— x' e T e S R
1 X242 y P '
Inwersja przeksztalca proste przechodzace przez A na siebie, proste nie przechodzace przez A na
okregi przechodzace przez A (i odwrotnie: okregi przechodzace przez 4 na proste nie
przechodzace przez A), natomiast okregi nie przechodzace przez A na okregi nie przechodzace
przez A. Nie bedziemy sig tu jednak tym szczegdlowo zajmowac. Bardziej nas bedzie
interesowac, jak wygladaja obrazy niektorych krzywych stozkowych, takich jak hiperbola czy
parabola, przy inwersji wlasnie.

Poniewaz niektore rachunki wygodniej jest przeprowadza¢ we wspotrzednych biegunowych,
przypomnijmy, jak wygladaja rownania stozkowych we wspolrzednych biegunowych.

Wspolrzedne biegunowe

Obierzmy na plaszezyznie euklidesowej dowolny punkt F i pélprosta b o poczatku F. Wowezas
kazdy punkt P plaszczyzny jest wyznaczony jednoznacznie przez swoja odleglosé r od punktu F
i kat @ (rys. 1). Para (r, ) nazywana jest wspolrzednymi biegunowymi punktu P, punkt F
biegunem, a polprosta b osig biegunowa. '

Wygodnie jest przyporzadkowaé kazdemu punktowi o wspolrzednych biegunowych (r, ¢) druga
parg ,,wspolrzgdnych:

2 (r, @) = (—r, ?’+ﬂ)-

Wzory na zmiang wspohrzednych biegunowych przy inwersji o $rodku 4 = (0,0) i promieniu ¢
majg postac:

3 ¢'=¢! =

Stozkowe we wspolrzgdnych biegunowych

Przypomnijmy, ze stozkowa o ognisku F, kierownicy & i mimosrodzie e (¢ > 0) nazywany
jest zbidr takich punktow P, kidrych stosunek odleglosci od ogniska F do odleglosci od
kierownicy & rowny jest e (rys. 2).

Obierzmy ukliad wspolrzednych biegunowych tak, by ognisko F bylo biegunem, a o biegunowa
byta prostopadia do kierownicy i przecinala ja w punkcie F’. Znajdziemy roéwnanie stozkowej
w takim ukladzie wspolrzgdnych.

Niech punkt P o wspolrzednych (r, ) bedzie dowolnym punktem stozkowej, a RF=f (rys. 3).
Wowezas r= PF=¢ PP’ = ¢e- P'F' = e(FF'—r+cos ¢) = ¢(RR'—r'cos p) =

RF
= e(—- —r-cos n;) = f—e-r- cos g,
e

stad r = f—r-e-cos @ i ostatecznie

_ '
@ r_Zose;rﬁl

(r>0).

Rownanie to jest rownaniem elipsy (dla 0 < e < 1) lub paraboli (dla e = 1) bad# tez jednej
galezi hiperboli. Dlatego w przypadku hiperboli, gdzie punkty drugiej jej galezi leza po
przeciwnej stronie kierownicy niz odpowiadajace jej ognisko, musimy to rownanie uzupetnié
rownaniem drugiej jej galezi

f

(5) S (r>0),
e-cos gp—1

ktore otrzymujemy przeprowadzajae analogiczne rs;chunki.
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Rys. 4

Lemniskata Bernoulli’ego

Jedli hiperbole rownoosiowa o réwnaniu x2—y? = (? przeksztalcimy przez inwersje o $rodku
A = (0,0) i promieniu ¢, to jej obraz bedzie miat rownanie 12 (x*—»?) = (x*4)?)?, kibre
otrzymujemy stosujac wzory (1) na zmiang wspélrzednych przy inwersji. Krzywa ta to
lemniskata Bernoulli’ego (rys. 4).

Lemniskat¢ mozna otrzymaé i w inny sposob. Zbiorem punktow, ktérych iloczyn odleglosci od
dwéch danych punktow Fi G jest staly i rowny s, jest krzywa nazywana owalem Cassiniego. Na
rysunku 5 widzimy, jak wyglada owal Cassiniego, w zaleznosci od stosunku s do d — odleglosci

punktéow Fi G. Dla duzych s owal ten jest spojna krzywa i jesli s maleje, to po przekroczeniu
2

d\* . d
(?) »»Deka’ na dwie czeSci. W granicznym przypadku, dla s = (?) otrzymujemy rownanie

d? d d
= (x2—y*) = (x*+»*)* w ukladzie wspélrzednych, w ktérym C = (-E' 0) ;D= (E' 0).

Jest to wigc po prostu lemniskata Bernoulli'ego (rys. 5).

Rozwiazmy teraz nastgpujace zadanie:

Dane s3 prostopadle proste k i / przecinajace si¢ w punkcie 4. Znale#é zbior rzutow
prostokatnych A’ punktu A na proste wyznaczajace wraz z prostymi k i / w ,,lewej” i ,,prawej™
¢wiartce plaszezyzny trojkaty o danym polu £2 (rys. 6).

Niech dane proste k i / majg réwnania x—y = 0i x+y = 0. Z warunkéw zadania wynika, ze
proste, na ktore rzutujemy punkt A, to styczne do hiperboli o rownaniu x2—y? = 12, Maja
wigc one réwnania postaci pyx—p,y = 3, gdzie punkt stycznodci ma wspoirzedne P = (p;,p2).
Wobec tego proste odpowiednio do nich prostopadle, przechodzace przez 4, maja rownania
P2x+py = 0.

Po wyeliminowaniu z ukladu rownan

PiX—py =1?
P2x+py =10
pi—pi=1*

parametrow p; i p, otrzymujemy roéwnanie 12(x2—y?) = (x*+y*)?, a wiec znowu réwnanie
lemniskaty Bernoulli'ego (rys. 7).

Slimak-Pascala

Slimakiem Pascala nazywa¢ bedziemy krzywa otrzymana w nastepujacy sposob:

Na danym okrggu o §rodku A i promieniu u obieramy dowolny punkt F. Przez ten punkt
prowadzimy proste, a na tych prostych odkiadamy od punktdéw przecigcia z okregiem,

w obydwie strony, odcinki o danej dlugosci 5. Korice tych odlozonych odcinkéw tworza krzywa
nazywang $limakiem Pascala (rys. 8). Jesli uklad wspolrzednych biegunowych obierzemy w ten
sposob, by F byl biegunem, a oS biegunowa przechodzila przez A, to slimak Pascala opisywaé
beda réwnania:

6) r=2u-cos g+s, r=2u-cos p—s (r>0,;06<-g-.% )

Jedno z nich odpowiada koficom odcinkéw odkladanych w jedna strong od punktéw przeciecia
z okregiem, a drugie — w druga. Wobec umowy (2) warunki (6) mozna zastapi¢ przez

(7) r = 2u+cos p+s, @ €0, 27) lub
(7" r = 2u-cos g—s, p €40, 27).

Przeksztalémy jeszcze raz hiperbole przez inwersje wzgledem okregu o promieniu ¢, ale tym
razem niech srodkiem inwersji bedzie ognisko hiperboli. Rachunki przeprowadzimy we
wspolrzednych biegunowych, przy czym biegunem F bedzie ognisko hiperboli, a 0§ biegunowa
prostopadla do kierownicy, przechodzaca przez drugie ognisko (rys. 9).

Po zastosowaniu do rownan (4) i (5), opisujacych obie galezie hiperboli, wzor6w (3) na zmiane

wspotrzednych przy inwersji o $rodku w ognisku obraz jednej galezi hiperboli bedzie krzywa
e‘z 2

t
7 *cos g+ 7 (r > 0), a obraz drugiej rownaniem r =
et? 2

= T *COS @— 7- (r > 0). Otrzymalismy wigc rownania opisujace $limak Pascala (rys. 10).

opisang rownaniem r =




Rys. 10

Owalem Kartezjusza nazywaé bedziemy zbior takich punktéw P, ktérych odlegtosci r i ry od
stalych punktéw F i D spelniajg warunek :

(8) r+s:ri=u b r—s'rp=u,

gdzie s i u sa pewnymi stalymi, przy czym s# 1, —1.

Obierzmy uklad wspotrzednych biegunowych tak, by F byl biegunem, a 0§ biegunowa
przechodzila przez D (rys. 11) i niech FD = d.

Wowczas -

9) ri = r*+d*—2rd-cos ¢.

Podstawiajac (8) do (9) otrzymujemy réownanie owalu Kartezjusza we wspolrzgdnych
biegunowych:
(10) r3(s*—1)—2r(ds* -cos p—u)+s*d*—u* = 0.

W zaleznosci od parametrow s, u, d owal Kartezjusza moze by¢ spdjna krzywa badZ moze
rozpasé sie na dwie czedci. Jezeli parametry wyznaczajace owal Kartezjusza obierzemy tak, by
u = 5-d, jego rownanie przybierze posta¢: r(s*—1) = 2d?s- cos p—2sd. Poréwnujac je z (77)
widzimy, Ze jest to rownanie $limaka Pascala (rys. 12), ktory jest wigc szczegélnym
przypadkiem owalu Kartezjusza.

Kardioida

Powrdémy jeszeze do rownania (77) Slimaka Pascala. Jeéli przyjmiemy s = 2u, to ten szczegblny
przypadek slimaka Pascala nazywa¢ bedziemy kardioidq (rys. 13). Rownanie kardioidy ma wigc
we wspolrzednych biegunowych postaé r = 2u (cos p+1).

Przeksztalémy teraz parabolg przez inwersj¢ o srodku w jej ognisku i promieniu f. Stosujac
wzory (3) do réwnania paraboli (e = 1) otrzymujemy réwnanie jej obrazu r = f(cos p+1),

a jest to, jak widzimy, rownanie kardioidy (rys. 14).

Kardioidge mozemy otrzymaé takze w jeszcze inny sposéb. Tym razem niczego nie bedziemy
liczy¢. Bedziemy za to toczyé. Zobaczymy, po jakim torze porusza si¢ punkt okregu, toczacego
si¢ po zewngtrznej stronie drugiego okrggu o takim samym promieniu r. Niech okrag o; toczy sig
po okrggu o,. W pozycji wyjsciowej okregi te sg styczne w punkcie A4 (rys. 15). Po przetoczeniu
sie okregu o, po luku AG punkt A, ktérego drogi szukamy, znalazl si¢ w punkcie E. Poniewaz
ki AG i EG sq przystajace, czworokat EWKA jest trapezem rownoramiennym. Stad za$
wynika, ze czworokat EWKI jest rownoleglobokiem. W takim razie dlugosé odcinka ET

rowna jest 2r, niezaleznie od tego, jak daleko przetoczyl si¢ okrag o,. W takim razie punkt A
porusza sig¢ po szczegdlnym przypadku slimaka Pascala — po kardioidzie.
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Rys. 15
Rozwigzanie zadasia M 344,
Pr e przekatne te tworzy trojkat
; % Sasco = Sncox = Mnaoige trzy ostatnie rownodcl stronami
1 . . <8
= — S4acDEF MAMY S4RK = SKDE: olr
" » . (AL ) (BM + MK)(CM + LM)
podobnie sprawdzamy, 22 Sauc = SEaF (DK + KL) (EK + KM)(FL + LM) =
rico 7 réwnodcl kntd o : :
SEp ey £ TOMRES Supow 3= = DE- EK- AL FL+ BM - CM, co wabec
4 4. i BMC = EMF, i - i 1
- s N 3 nizujemnodci KL, LM, KM jest moiliwe
¥ CLD = ¥ ALF mamy

gdy KL = LM = KM =0,

] BK = DK-E L= FL- AL
- DE - £, CL DL P czyli gdy X = L = M, co kelczy dowdd.

EM+ FM = BM -+ CM, czyli
(AL + LK) (BM + MK)= DK-EK, H. Iwaniec w 1969 roku udowodnil, 2e
(CM + LM)(DK + KL) = AL FL, szeiciokgt (poza cxworokytem) jedynym
(EK + KM)(FL + LM)= BM-CM wiclokglem o takiej wlasnosci,




