Czy Wielkie Twierdzenie Fermata jest
waznym zagadnieniem matematycznym ?

Rozmowa z profesorem dr. Andrzejem SCHINZLEM,
czlonkiem korespondentem Polskiej Akademii Nauk,
wiceprezesem Polskiego Towarzystwa Matematycznego

— Panie Profesorze, czgsto w matematyce si lyszymy opini¢: to jest waine twierdzenie. Czy mozina
wytlumaczyé, jakie kryteria przyjmujemy uznajqc odkrycie (czy hipotez¢) za waine? W teorii liczb
granica miedzy wainym twierdzeniem a efektownym jednostkowym faktem wydaje mi sie dosé
wqska. ..

— Rozréznilbym dwa dosy¢ pokrewne pojecia: twierdzenie wazne 1 powazine. Przytocze moze
kilka mysli matematyka angielskiego Hardy'ego. W swojej ksigzce ,,4 Mathematician’s Apology™
pisze on, Ze jego zdaniem powaga (seriousness) twierdzenia nie lezy w jego konsekwencjach, ale
w znaczeniu idei matematycznych, ktére wigze. Idea matematyczna jest znaczqca, jeZeli, z grubsza
moéwiae, moze by¢ w naturalny i konkretny sposob zwigzana z szerokim kompleksem innych
idei. Szekspir wywarl ogromny wplyw na rozwéj jezyka angielskiego, Otway prawie zadnego,

ale to nie dlatego Szekspir byl lepszym poetg. Byl lepszym poeta po prostu dlatego, ze pisal
lepsze wiersze. "

Znaczenie idei matematycznych mozna mierzy¢ ich ogdlnesciq i glebokosciq. Hardy pisze, ze
zadnej z tych jakosci nie umie okresli¢ precyzyjnie, ale ogélnos¢ idei matematycznej polega na
jej istotnej obecnosei w wielu konstrukcjach, w dowodach wielu twierdzen roznorodnych typow. -
Na przykiad dowod Pitagorasa niewymiernosci liczby /2 dopuszcza wiele daleko idacych uogdlniefi,
Zwykle latwiej jednak zobaczy¢, ze twierdzenie nie jest powazne: gdy mianowicie dotyczy tylko
izolowanych, kuriozalnych osobliwoéci. Na przyklad: ze 8712 i 9801 s3 jedynymi liczbami
czterocyfrowymi, podzielnymi przez swoje ,,odwrotnodci™: 2178 i 1089. Albo Ze 1, 153, 370, 371

i 407 sa jedynymi liczbami réownymi sumie szesciandw swoich cyfr. Ogoélnosci twierdzenia —
pisze dalej Hardy — nie nalezy rozumie¢ w sensie logicznym, tzn. Zze dotyczy ono bytow
abstrakcyjnych, a nie ,,konkretnych”. Pewna umiarkowana generalizacja musi by¢ obecna

w kazdej mysli matematycznej, ale kazda rzecz jest wiasnie ta rzecza, a nie czym innym.

Roéznice migdzy rzeczami sa co najmniej tak samo interesujace jak podabieristwa. Nie

wybieramy przeciez swoich przyjaciot dlatego, Ze uciele$niaja oni wszystkie mile cechy

ludzkoscei, ale dlatego, Ze sa wiasnie tacy, jacy sa. Wiasno$¢ wspolna zbyt wielu obiektom

rzadko mozZe by¢ naprawde interesujaca. Tu Hardy z kolei cytuje Whiteheada: ,,owocna
koncepcja polega na polaczeniu powainych uogoélniert z ograniczeniami narzuconymi przez
szezegblowose”, happy particularity, jak pisze Whitehead w ,,Science and the Modern World™.

Nieco dwuznacznie brzmiqee po angielsku zdanie ujmuje to tak: General embedded in the concrete ...
G. Pélya powiedzial: matematyk, ktdry umie tylko uogélniaé, przypomina malpe, ktora umie tylko
wehodzi¢ po drzewach; a ten kto umie tylko stosowaé twierdzenia — malpe, ktéra umie tylko
schodzié z drzew..., -

— Hardy pisze dalej o glebokosci twierdzen i poje¢ matematycznych. Ma to pewien zwiazek

z trudnosciami: na ogol im glebsza my$l, tym trudniej ja poja¢ do konca. Nie jest to jednak
reguia: idee zawarte w dowodzie Pitagorasa niewymiernosci p’ 2 sg bardzo glebokie, ale nikt nie
uzna ich dzi§ za trudne. Idee matematyczne s jednak ulozone — pisze dalej Hardy — warstwowo.
Kazda warstwa, kazde pigtro jest pelne wzajemnych polaczed z pojeciami lezacymi wyzej, niZej

i na tym samym poziomie. Im niZsze pigtro, im glebsza warstwa, tym glebsze (i na ogdl tym
trudniejsze) pojecie. I tak na przyklad ,,niewymierno$c” jest czyms$ glebszym niz pojecie liczby
calkowitej, a twierdzenie Pitagorasa o niewymiernosci ﬁ glebsze niz twierdzenie Euklidesa

o tym, ze liczb pierwszych jest nieskoriczenie wiele.

Tyle, jedli chodzi o ksiazke Hardy’ego, z ktérej wybralem, moim zdaniem, najciekawsze fragmenty.
Chcialbym dorzuci¢ jeszcze kilka swoich uwag. Jak juz wspomnialem, oprécz pojecia powagi
mozna, przynajmniej w teorii liczb, mowi¢ o waznosci twierdzen. Tak nazwatbym te

twierdzenia, ktére niosa w sobie wiele informacji o liczbach naturalnych. Teoria liczb jest w tej
specyficznej sytuacji, ze ma pewien jasno okreélony przedmiot badan; mozna go poréwnaé do
przedmiotu badan biologii. To jest inaczej, zupelnie inaczej, niz, powiedzmy, w algebrze.

[ wobec tego sa w teorii liczb twierdzenia zawierajace wiele informacji nie bedace powaznymi

w sensie Hardy'ego.



Méwimy, 3¢ liczba naturalna a jest nie-reszta

kwadratows modulo p (gdzie p jest liczba
pierwsza), gdy kongruencja

x* = a (mod p)
nie ma rozwigzania w liczbach catkowitych.

— Wspomnial Pan o ,,biologicznym” charakterze teorii liczb. Jako koronny przykiad prostego, ale
trudnego zagadnienia bywa najezesciej wymieniany problem Fermata nazywany przewainie Wielkim
Twierdzeniem Fermata: rownanie x"+)" = z" nie ma rozwigzan naturalnych, gdy n > 2. Czy
rozstrzygniecie tego zagadnienia staloby sie punktem zwrotnym teorii liczb, jej kamieniem
milowym, czy staloby si¢ jej $wietem?

— Byloby na pewno $wigtem dla teoretykow liczb, bo.pozbyliby sie moze zmory amatorow
nadsylajacych ,,dowody” Wielkiego Twierdzenia Fermata. Natomiast nig byloby-ani punktem
zwrotnym, ani kamieniem milowym. Wielkie Twierdzenie Fermata stanuwi doskonaly przykiad
twierdzenia, ktore jest powazne w sensie Hardy'ego, ale ktore nie jest waZne w sensie, ktory
wiasnie podalem. Niewatpliwie, rozwiazanie tego zagadnienia wigze sie z bardzo licznymi ideami
teorii liczb, zreszta nawet calej matematyki. Do Wielkiego Twierdzenia Fermata Kummer
stworzyt teorig ,,czynnikow idealnych”, ktora potem sformalizowal Dedekind i z ktdrej powstala
bardzo dzi$ wazna w algebrze teoria idealow, Dlatego jest to powazne zagadnienie. Nie jest za to,
wedlug mnie, wazne. Sadze — a poparlaby mnie na pewno wickszos$¢ matematykow — ze
informacja, jakiej o liczbach naturalnych dostarcza nam to twierdzenie, jest stosunkowo skapa.
Pordéwnam to moze z innym slawnym zagadnieniem teorii liczb: zagadnieniem Goldbacha (czy
kazda liczba parzysta wieksza od 2 jest suma dwach liczb pierwszych). To zagadnienie jest
otwarte od 240 lat, ale postepy w jego rozwigzaniu majg inny charakter niz te przy twierdzeniu
Fermata. Dotychczasowe wysilki przynoszgce znaczny postgp w hipotezie Goldbacha
doprowadzaly od razu do calej serii podobnych wynikéw uzyskiwanych ta sama metoda. Na
przyklad dowod Winogradowa, Ze kazda dostatecznie duza liczba nieparzysta jest suma trzech
liczb pierwszych (a wiec kazda dostatecznie duza parzysta — suma czterech; wystarczy odjac 3)
przenosi si¢ na przypadek kombinacji liniowej liczb pierwszych ze wspolezynnikami catkowitymi.
Natomiast przy Wielkim Twierdzeniu Fermata moze si¢ okazaé, ze rownanie x" 43" = 2"
zadnych rozwigzan w liczbach naturalnych nie ma, ale juz dla réwnania x"+)" = 2 z" ta metoda
nie da si¢ otrzymac ,,oczekiwanego” wyniku (x = y = z). Tu wlasnie tkwi r6Znica, dosy¢ :
wyrazna, migdzy Wielkim Twierdzeniem Fermata a hipotezg Goldbacha, W tym ostatnim
zagadnieniu kazdy postep przynosi cala serie nowych rezultatdw, a w zagadnieniu Fermata
kazdy postep w metodach bylby bardzo wazny, ale obecnie otrzymuje sie wyniki tylko bardzo
specjalne. Gdybym miat wiec klasyfikowaé hipotezy teorii liczb z punktu widzenia waznosci,

a nie ich powagi, to na pierwszym miejscu postawitbym uogolniona hipoteze Riemanna o

zerach szeregdw Dirichleta. Ma ona najwiccej réznorodnych, juz wyprowadzonych z niej
konsekwencji: o rozmieszczeniu liczb pierwszych albo np. o najmniejszej nie-reszcie kwadratowej.
Jest to slawny problem w teorii liczb: dla danej liczby pierwszej p oszacowa¢ od gory jej
najmniejsza nie-reszt¢ kwadratowg. Uogdlniona hipoteza Riemanna daje natychmiast
oszacowanie przez (In p)®. Stanowczo ta wlasnie hipoteza teorii liczb prowadzi do najwigkszej
liczby rozstrzygajacych wynikow.

— A propos twierdzenia Fermata. Jest ono dzis udowodnione dla wylkladnikéw n < 125 000
(Wagstaff, 1978). Wiadomo zas, e ewentualne pierwiastki réwnania Fermata muszq byé wigksze
niz wykladnik, tzn. co najmniej 125 000. To chyba zupelnie niweczy szanse znalezienia
kontrprzykladu metodami ,,usiqs¢ przy biurku — albo przy komputerze — i wyliczyé”?

— Tak, to oczywiste. Z tym Ze oszacowanie przez wykiadnik, o kt6rym Pan wspomnial, jest
dosé trywialne. Bardziej dokladne jest nastepujace: jezeli x”+y” = z” (x, y, z — naturalne, p —
liczba pierwsza > 2; zagadnienie Fermata wystarczy badaé¢ dla wykladnikoéw bedacych liczbami
pierwszymi), to x, ¥ i z sq rOwne co najmniej p®. MoZna znaleZ¢ zresztg i precyzyjniejsze
oszacowanie (np. K. Inkeri w 1953 r.).

— No tak, zatem zeby wyrachowaé, ie konkretne x, y, z sq rozwigzaniem, musielibysmy dzialaé
na liczbach wiekszych niz 125 000 15623000000  yuqiacych zatem ponad 80 miliardéw cyfr. To weigs
za duze liczby dla m.i'zyn cyfrowych.

Wspomnial Pan tez o tym, Ze rozwiqzanie problemu Fermata przerwaloby moze fale listow z jego
dowodami®, jakie weigz przysylajq amatorzy. Nb. ,,Delta” tez dostawala. Jednak z powodu
swojego ,,biologicznego™ charakteru teoria liczb jest specyficznq dyscypling matematyczng.
Wigkszo$é bowiem galezi matematyki jest niezrozumiala dla laika. Zeby jq zrozumieé, trzeba
wlozyé duzo wysilku. Dlatego zresziq tak trudno popularyzowaé matematyke nie splaszczajqc jej.
Tymczasem duze liczby kazdy sobie jakos tam wyobraza; kazdemu moina wytlumaczyé, co to
Jjest liczba pierwsza i ,, pokazad” najwiekszq znang. Zwrot ,rozlozyé na czynniki pierwsze” wszedl
nawet do jezyka potocznego. Wielu ludzi szuka rozwiqzania réwnania Fermata postugujac sie
kalkulatorami elektronicznymi. Czy mozna jeszcze cos odkryé.w teorii liczb nie bedgc
profesjonalistq?

— Nieprofesjonalista matematykiem czy nie — matematykiem?
— Nie — matematykiem.

— Mogg przytoczy¢ bardzo ciekawy przyklad. W 1978 roku emerytowany urzednik bankowy
H. L. S. Orde opublikowal w ,,Journa! of the London Mathematical Society” elementarny dowdd

=



wzoru Dirichieta dla liczby klas cial kwadratowych o ujemnym wyrdZniku, Bylo to otwarte
zagadnienie od ponad 100 lat. Znane dowody tego twierdzenia wykorzystywaly metody
analityczne, nieclementarne, zwigzane z przejsciem granicznym. Dowod elementarny

probowalo bezskutecznie znaleZé wielu matematykow, a najwigkszy sukces odnidst w 1927 roku
matematyk radziecki Wienkow, ktéry podal dowod cbejmujacy wiekszo$é — ale nie wszystkie —
mozliwe wyrdzniki. Panu H. L. S. Orde udato si¢ poda¢ dowéd kompletny. Sprawdza si¢ wigc
powiedzenie ,,wszyscy wiedzieli, Ze to si¢ nie da zrobié¢; ignorant nie wiedzial i zrobil”. A wiec
jest jeszeze pole do popisu dla amatordw w teorii liczb, chociaz rzecz jest niewatpliwie bardzo
trudna. Przede wszystkim jest olbrzymia mozliwos¢, ze jezeli ,,amator’ nawet znajdzie jaki$
cenny wynik, to kto$ to juz odkryt przed nim, Przeciez teorig liczb zajmuje sie tak wielu ludzi od
tak dawna. Bez dokladnego zbadania literatury mozna doj$¢ do dawno znanych rzeczy. Tak
wlasnie si¢ zdarzyto na konkursie prac maturalnych PTM i, Delty” w 1982 roku. Jeden

z ucznidéw uogdlnil pewne twierdzenie zawarte w ksigZce Sierpinskiego o teorii liczb, ale nie
orientowal sie, Ze w miedzyczasie otrzymano juz rezultat znacznie ogélniejszy. Musze
jednoczeénie dodaé, ze rok przedtem w podobnym konkursie pan Jarosiaw Wroblewski uzyskal
w swojej pracy maturalnej ciekawy i zupeinie nowy wynik.

— Kolejne mofe pytanie jest zwigzane z poprzednim. Zaléimy, ze miody czlowiek (uczer albo
student) interésuje sie teoriq liczb i cheialby sie nig zajmowaé, Czego powinien si¢ nauczyé? Czy
teoria liczh jest samowystarczaing dyscypling matematyki (jak np. niekiére dzialy geometrii), czy,
przeciwnie, korzysta z twierdzen innych dyscyplin matematycznych?

Teoria liczb korzysta w wysokim stopniu z twierdzef innych dyscyplin. Mozna powiedzieé, ze
wyzyskuje te dziedziny, bo bierze od nich wiecej, niz sama im daje. A czego si¢ trzeba nauczyc,
cheac specializowaé sie w teorii liczb? To bardzo zaleZy od dzialu samej teorii liczb. Nie ma juz
na Swiecie osob, kibre zajmowalyby sig wszystkimi czy nawet wigkszoscia jej dziatéw. Do badan
np. nad rozmieszczeniem liczb pierwszych niezbedne sg wiadomoéci z teorii funkcji analitycznych.
Do algebraicznej teorii liczb najbardziej potrzebna jest algebra abstrakcyjna, cho¢ przydaje sig
tez teoria funkcji analitycznych, W probabilistycznej teorii liczb niezbedny jest, oczywiscie,
rachunek prawdopodobiefistwa, do réwnan diofantycznych geometria algebraiczna... . Nie
znaczy to weale, Ze najpierw trzeba opanowac jaka$ poboczng dziedzing, a potem wzigé sie za
teorig liczb. W trakcie studiow teorioliczbowych nalezy po prostu poglebiaé wiadomoéci z
odpowiednich dzialow matematyki.

— Specjalizacja w teorii liczb moze byé skomplikowana, chodby dlatego, Ze rzadko w programach
uniwersyteckich znajduje si¢ wyklad albo seminarium z tej dziedziny, Nie ma takiego seminarium
w Uniwersytecie Warszawskim ...

W uniwersytecie rzeczywiscie, ale od 20 lat odbywa sie seminarium z teorii liczb w Instytucie
Matematycznym PAN. Jest ono zreszta kontynuacja poprzednio istniejacego uniwersyteckiego
i trafiaja na nie takze studenci. W ostainich latach mialem kilku doktorantéw, ktérzy swoje
prace magisterskie napisali przedtem na tym wiasnie seminarium, To nie jest wigc zupelna
pustka. Wiem, ze w roku 1981/82 prof. Wladyslaw Narkiewicz z Uniwersytetu Wroclawskiego
prowadzit z teorii liczb wyklad kursowy.

— Warto tu chyba przypomnieé, ze na Miedzynarodowym Kongresie Matematykéw w Helsinkach
w 1978 roku jedynym Polakiem, kidrego zaproszono do wygloszenia referatu sekcyjnego, byl
mlody pracownik Instytutu Matematycznego PAN doe. Henryk Iwaniec, specjalizujqey sig wlasnie
w teorii liczh. Zaproszenie do wygloszenia referatu na kongresie jest wielkim wyréznieniem dla
matematyka — dowodzi bowiem, Ze dany uczony ma rzeczywiscie $wiatowq slawe w dziedzinie,
kidrq si¢ zajmuje. Wyzszym wyréinieniem dla matematyka jest chyba tylko referat plenarny na
kongresie — no i medal Fieldsa, odpowiednik nagrody Nobla dla matematykow.

— Tak, to prawda.

— Dzigkuje za rozmowe.
Rozmawial Michal SZUREK

Weimy np. a = 3, b = 5. Mamy wbowczas
57( 57+3)= 55( 57+3) reszta 10,

Dwa dzielenia 100 (100+3) = 98 (100+5) reszta 10,
222 (22243) = 220 (222+5) reszta 10

Wezmy dwie liczby naturalne @ i b, przy czym niech b > a. itd. .

Jezeli bedziemy dla roznych liczb naturalnych k obliczali reszte Dlaczego tak sie dzieje? Dla tych, ktorzy nie umieli badz nie

z dzielenia k - (k+a) przez (k+b), to okaze sie, Ze prawie zawsze mieli ochoty sprawdzié, rozwigzanie na stronie 11. Tam tez

otrzymywa¢ bedziemy ten sam wynik. mozna znaleZ¢ wyjasnienie, dlaczego ta notatka ma wiadnie taki
' a nie inny tytut.

dr Piotr RUDNICKI



