Niektore symbole uzywane w Mizarze sa skrotami pewnych
angielskich zwrotéw. Po polsku mozna czytaé je tak:

not nieprawda, ze

or lub

iff wtedy i tylko wtedy
implies  jesli..., to

for dla kazdego

being  bedgcy

holds zachodzi

st . spelniajacy (albo: taki, ze)
ex istnieje

environ | otoczenie (wstep)

Mizar — MSE (1)

Dr A. Trybulec w Delcie (7/1983) obiecat Czytelnikom krotki
kurs Mizara. Oto pierwszy z dziesigciu odcinkow spetniajacych
te obietnice.

Co to jest Mizar? Pewna odpowiedz daje na to wspomniany
wyzej artykul. Ogolnie chodzi o to, by komputer sprawdzal
dowody matematyczne przygotowane przez cztowieka. Podstaws
systemu, ktory do tego sluzy, jest pewien (formalny) jezyk,

w ktorym zapisujemy takie dowody.

W projekcie Mizar opracowano wiele roznych jezykow, w ktérych
mozna zapisywa¢ dowody matematyczne. Ten, ktory bedziemy
omawia¢, nazywa si¢ Mizar-MSE, jest mniej skomplikowany od
pozostalych i pomyélany zostal wlasnie dla poczatkujacych.

Mizar-MSE obejmuje soba klasyczny rachunek predykatow
z rownoscig. Tym, ktorzy nie wiedza, co znaczy poprzednie
zdanie, moZemy poleci¢ lekture znakomitej ksigzki

A. Grzegorczyka ,,Zarys logiki matematycznej”, ale i bez
znajomosci ksiazek o logice moina bgdzie zapozna¢ sig

z Mizarem bez klopotu, co najwyzej z pewnym wysilkiem.

W dalszym ciggu tego kursu bedziemy powolywali si¢ na rézne
elementarne teorie matematyczne, na ogol dobrze wszystkim
znane, Czytelnicy beda mogli (jesli zecheq) rozwiazywaé zadania,
a Ci, ktoérzy nadesla rozwigzania, otrzymaja wydruk z komputera,
bedacy wynikiem sprawdzenia ich rozwiazania przez maszyne.
Jesli w rozwiazaniu bedg bledy lub maszyna przyzna, ze
sprawdzenie tekstu przekracza jej mozliwosci, to oczywiscie
zaznaczy to w pewien sposob. Ale do tego jeszcze wielekro¢
wrocimy.

Zaczniemy od budowy zdah w Mizarze-MSE. Najprostszymi
zdanidmi s3 zdania atomowe. I tutaj mamy do czynienia z
pewnym ubbstwem. Zasadniczo jedyna postacia takich zdan jest:
symbol predykatu [argument ,, argument ,, ..., argument g].
Nie moZemy zatem napisaé 1 < 2, ale mozemy to samo w naszym
Jezyku wyrazi¢ przez: mnigjszy [1, 2]. Albo np. LT [I, 2] (LT od
angielskiego Less Than). 1 i 2 to argumenty predykatu. Predykat
moze mie¢ dowolnie duzo argumentow, w praktyce nie spotyka
si¢ wigeej niz, powiedzmy, dziesieé¢ (na og6él mniej). Predykat
moze mie¢ jeden argument, np: dodatnie [4]. Przy zgodnej

z intuicja interpretacji znaczenia predykatu dodatnie, powyzsze
zdanie atomowe jest prawdziwe, rzeczywiscie 4 jest liczba
dodatnig, ale np.: dodatnie [0] nie jest zdaniem prawdziwym.
Dozwolone sa rowniez predykaty bez argumentéw, ale wiedy
chodzi na og6t o sytuacje w pewnym sensie wyjatkowa.
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W Mizarze mozna wyrazi¢ fakt, Zze dwa obickty sa réwne, np.:
2 = 2 i takie zdania zapisujemy zwyczajnie. Jest to tez zdanie
atomowe, symbolem predykatu jest = , ale umieszczamy go
migdzy argumentami. Podobnie z nieréwnoscia, z tym e
symbolem predykatu jest { », np.: 3¢ > 7. Mozemy oczywiscie
napisaé 2 { ) 2, ale jest to zdanie falszywe. ‘

Wiedzac jak buduje si¢ zdania atomowe, mozemy przejéé do zdan
zlozonych, ktore budujemy ze zdar atomowych za pomoca
spojnikow zdaniowych. W Mizarze mozemy uzywaé nastepujacych
spoinikow: -

— negacja, zapisywana jako not przed negowanym zdaniem np.:
NOT LTC3»21% NOT 2=3

3 nie jest mniejsze od 2, 2 nije jest rowne 3.

— koniunkcja, zapisywana znakiem & miedzy zdaniami, np.:

DODATNIECLIY & LTCOX13
1 jest dodatnte 1 0 jest mniejsze od |

— alternatywa, zapisywana przez or mig¢dzy zdaniami, np:

LTCO»1] OR LTCL1e03

{}jest mniejsze od 1 lub 1 jest mnicjsze od 0.

— implikacja, zapisywana implies migdzy poprzednikiem
i nastepnikiem, np:

LTCO»73 IMPLIES HODATNIEC7]
Jesli 0 jest maiejsze od 7, to 7 jest dodatnie

— rownowazno$c¢, zapisywana przez iff, np.:

LTLO«71 IFF DODATNIEC7I5 NOT 2=3 IFF 2¢{)3

0 jest mniefsze od 7 wiedy i tylko wiedy, gdy 7 jest dodatnie.

Mozemy (a czasami musimy) uzywac okraglych nawiaséw przy
budowaniu zdan bardziej zlozonych. Ciag zdan atomowych albo
dowolnych zdan w nawiasach mozemy napisaé¢ bez dodatkowych
nawiasow. Np:

LTCL,23 & LIL2y3] & LTE324T & LTCA»S535

LTC&+71 OR LTL?»81 OR (LTLB+93 IMPLIES NOT LTC9.87)

1 jest mniejsze od 2§ 2 jest mnicjsze od 3 1 3 jest mniejsze od 4 i 4 jest mniejsze
od (‘:. 6 jest mniejsze od 7 lubr 7 jest mniejsze od 8 lub 1ez jesli 8 jest mnicisze od 9,
1o 9 nie jest muiejsze od 8 — w drugim zdaniu widaé, ze w Mizarowym zapisie

Iepie} widiaé o co chodzi.

Koniunkcija jest najmocniej wiazacym spojnikiem. Nastepujace
zdanie:

LTEL»2] & LTC2+¢3] OR LTE3»21 & LTE2411

nalezy rozumie¢:

(LTC1»2] & LTEZ»31) DR (LTC3I»2] & LTL24135

Implikacja 1 rownowaznos¢ sa spojnikami wigzacymi dokladnie
dwa zdania, z ktorych kazde mote by¢ zdaniem atomowym,
ciggiem koniunkcji lub tez dowolnym zdaniem ujetym

w nawiasy. Niepoprawne jest zatem zdanie:

LTCS» 47 IFF DODATNIECA] IMPLIES DODATNIELS]

| musimy wstawic nawiasy, by wskazac, co jest argumentem
ktorego spojnika.

W Mizarze mozemy uzywaé obu kwantyfikatoréw: ogblnego

i szczegblowego. Najprostsza posta¢ kwantyfikatora ogblnego
wyglada tak np.:

FOR X BEING LICZBA
HOLDS LTCX»01 OR DODATHNIECK] OR X=0

Dowolna liczba x jest mnicjsza 0, dodatnia lub réwna 0



To co wystepuje po holds jest zdaniem i nazywa sig zasiggiem
kwantyfikatora. Wprowadzona zmienna zwigzana (oznaczona x)
jest okreslonego typu, mianowicie jest liczbg. Kwantyfikator
moze wigza¢ wigcej zmiennych, ktoére moga by¢ réznych typow
np.:

FOR XY BEING LICZBA» Z BEING ZBIORLICZE

HOLDS X=Y & JESTWCXsZ1 INPLIES JESTWLCYsZ1 2
Dia dowalnych liczb x i ¥ oraz dla dowolnego zbioru liczb = jedli x = y i x jest

elementem 2, to y tef jest elementem 7.

Ostatnie zdanie mozemy zapisa¢ w postaci kwantyfikatora
Ograniczonego:

FOR X»Y BEING LICZBA» Z BEING ZBIORLICZB
ST X=Y & JESTWLX,Z1 HOLDS JESTWLY.Z2

Dla dowalnych réwnyeh liczb x i » | dowolnego zbioru =, kidrego x jest

elementem, zachodzi y € z.

Zdanie wystepujgce po st jest ograniczeniem obowigzywania
kwantyfikatora. Takie ograniczenie moze by¢ wyeliminowane przez
przeniesienie go do zasiggu kwantyfikatora jako poprzednika
implikacji (por. dwa ostatnie zdania z kwantyfikatorami).

A oto przvkiad. iak zapisujemy kwantyfikator szczegblowy:

EX XI_ BEING LICZBA ST DODATNIELX]
Istnieje liczba dodatnia x.

Zdanie wystepujace po st stanowi zasigg tego kwantyfikatora.
Rowniez kwantyfikator szczegblowy moze wigzaé wigcej
zmiennych.

Np.:

EX XoY BEING LICZBA ST LTLX,Y]

Istnicjy takie liczhby x iy, 2e x < ).

W przypadku, gdy zasiggiem kwantyfikatora ogélnego jest zdanie
rozpoczynajgce sie¢ kwantyfikatorem (dowolnym), to symbol
holds moZzemy opuscié, np.:

FOR X«Y BEING PROSTA
EX Z BEING PUNKT ST NACZX1 & MALZ,Y1

Dowolne dwie proste majg punkt wspdlny

Wroémy teraz do konstruktorow zdan atomowych, czyli do ~
predykatow. W Mizarze-MSE nie przewiduje si¢ koniecznosci
oddzielnego wprowadzenia predykatow przez np.
zapowiadanie, jakich predykatow bedziemy uzywac. Dwa
uzywane predykaty sa rozne, jesli zachodzi co najmniej jeden
z ponizszych warunkow:

— maja rézny symbol predykatu,

— roznig si¢ liczbg argumentow,

— co najmniej dwa odpowiadajace sobie wedlug kolejnoéci
argumenty sa roznych typow, np.: jeden jest liczbg, a drugi
punktem.

Dla rozwiania watpliwosci podamy przyklad.
Predykat uzyty w zdaniu:
FOR X»Y BEING LICZEA HOLDS ROCX#Y] 4
~ jest rozny od predykatu uzylego w ponizszym zdaniu:
FOR X BEII’D LICZBA» ¥ BEING PROSTA HOLDS RLCX.Y1
~ Piszac jakikolwiek tekst matematyczny (np. artykul) na ogot
przyimujemy w punkcie wyjécia pewne fakty za ustalone
" (aksjomaty lub twierdzenia juz znane w pewnej dziedzinie)
i na ich podstawie prowadzimy nasz wywod, W Mizarze
przewidziano tg¢ sytuacje. Zalozenia do tekstu piszemy we
wstepie po stowie environ. Zalozenia te nie sg sprawdzane pod
wzgledem zasadnoéci, a jedynie pod wzgledem zgodnoéci z regulami
budowy zdan. Kolejne zalozenia we wstepie oddzielamy znakiem
Wi i nadajemy im nazwy. Podamy przyklad takiego wstepu dla
geometrii Euklidesa na plaszczyZnie.
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Wstep rozpoczety przez environ korczy si¢ stowem begin, ktore
z kolei rozpoczyna tekst zasadniczy. W jaki sposéb piszemy ten

~ tekst, podamy w nastgpnych dziewigciu odcinkach. W nim

bowiem zapisujemy nasze rozumowanie, dowody etc.

ENVIRON

AKSJIOMATL: ¥
FOR L BEING PROSTA
EX A:B BEING PUNKT ST A<)B & NALAL] & NACB.LIF

AKBJIONATZ:
FOR AvB BEING PUNKT
EX L BEING PROSTA ST NACAsL1 & NACB.LIF
AKSIONAT3:
FOR AyB BEING PUNKT ST A()B
EX L BEING PROSTA
ST NALASL] & NACB/L] &
(FOR L1 BEING PROSTA ST NACAsL1] & NACEsL1]
HOLDS L=L1)%

AKSJOHAT 4=
EX ArBrC BEING PUNKT
ST NOT (EX L BEING PROSTA ST NACAsL] & NACEsL]1 & NALCC,LI1}§

AKSJOMATS:
FOR L BEING FROSTAr A BEING PUNKT ST NOT NALArL]
EX L1 BEING PROSTA
ST NACALLL1] &
MOT (EX B BEING PUNKT ST NACBsLI & NACB.L11) &
(FOR L2 BEING PROSTA
ST NALASL2] &

NOT (EX C BEING PUNKT ST MNACCrL2] & NALC.LD)
HOLDS L2=L1)

aksjomat 1: Na kaidej prostej leiy (co najmnic]) dwa punkty.

aksjomat 2: Przez kadde dwa punkty przechodzi prosta.

aksjomat 3: Przez dwa rédzne punkty przechodzi dokladnie jedna prosta.
aksjomat 4: Istnicjy trzy niewspoiliniowe punkty.

aksjomat 5: Przez punkt poza prosts preechodzi dokladnie jedna prosta z mig
rozigcrna.

A teraz ZADANIA:
Podaé zapisane w Mizarze-MSE wst¢py do nastgpujacych teorii:

1. Teoria liniowego porzadku dla ulamkow.

Relacja porzadkujacg niech bgdzie relacja niewigkszosci
opisywana przez dwuargumentowy predykat. Zapisac, Ze relacja
ta jest zwrotna, przechodnia, antysymetryczna oraz spdjna.

2. Teoria $rodka na prostej.

Jako podstawowy mozna przyjac trojargumentowy predykat
opisujacy bycie érodkiem. Zapisac, Ze

1. Dla kazdego odcinka (tzn. dla dowolnych dwu punktow)
istnieje jego $rodek.

2. Dla kazdych dwu punktow a i b istnieje punkt ¢ taki, ze b
jest érodkiem odcinka {a, ).

3. Dla kazdych pigciu punktow a, b, ¢, d, e takich, Ze b jest
$rodkiem {a, c), d jest srodkiem {c, e), ¢ jest Srodkiem {a, &)
zachodzi, ze c jest srodkiem {b, d).

4. Dowolny odcinek ma tylko jeden $rodek.

Rozwiazanie zadania 2 podajemy w numerze. Je§li Czytelnicy
zechcg przysiaé nam swe rozwigzania zadania 1, to otrzymajg

od nas, w postaci wydruku z komputera, wynik sprawdzenia, czy
ich zdania sq zgodne z regulami Mizara.

Rozwigzania tego zadania (i zadaf z nastgpnych numerow)
nalezy przesylaé¢ pod adresem redakcji ,,Delty” z napisem na
kopercie MIZAR. Do koperty z rozwigzaniem nalezy wlozy¢
rowniez zaadresowang do siebie koperte z naklejonym
znaczkiem za 5 lub 6 zl (lepiej, jesli koperty beda wigkszego
formatu, bo do malej koperty wydruk moze si¢ nie zmiescic).
Tylko przy spelnieniu tych warunkéw Czytelnik otrzyma obiecany
wydruk, Jesli Czytelnicy beda cheieli podzieli¢ si¢ z nami swoimi
uwagami czy watpliwo$ciami — prosimy o pisanie ich na innej
kartce, niz rozwigzanie (gdy bedzie wigcej zadafi, rozwigzanie
kazdego powinno by¢ tez na oddzielnej kartce).



