
Funkcja g jako funkcja gestosci powinna spelniac warunek

Wzór ten jest punktem wyjscia do zdefiniowania pochodnej
dystrybucyjnej dowolnej dystrybucjif
Pochodnadystrybucji jnazywamy taka dystrybucjeg, ze dla
dowolnej funkcji próbnej mamy

Przyjmijmy na poczatek, ze

{+<Xl
g(x) = lim g.(x) =

.~o O

dla x = O

dla x # O.

(g, rp) = - (j, rp').

Zamiast g piszemy dalej po prostuj'.

Znajdzmy pochodna dystrybucji Heaviside'a(J. Zgodnie
z definicja

00

~ g(x)dx = l.
-00

00

Tymczasem \ g(x)dx = O. A wiec nie tedy droga.
-00

00

({)', rp) = - ~ rp'(x)dx = rp(O) ,,;, (<5, rp).
o

Zatem w sensie dystrybucyjnym(J' = <5.

Na zakonczenie wskazemy na pewne zastosowania pojecia
dystrybucji. Zastanówmy sie, jak okreslic funkcje gestoscig

zwiazana z punktem materialnym o masie l. Powiedzmy, ze
punkt ten pokrywa sie z punktem,x "'"O na osi liczbowej R.
Rozmiescimy mase l równomiernie wzdluz odcinka (-E, E).

W rezultacie otrzymamy nastepujaca funkcje gestosci

g.(x) = {lE

spelniajaca warunek
00

dlaxE(-E,E)

dla x rf, ( - E, E)

Powiemy, ze ciag dystrybucji er.) jestzbiezny slabodOjE D',

jesli dla kazdej funkcji próbnejrp

lim (J", rp) = (f, rp).
n~oo

Obliczmy teraz slaba granice funkcjig. (traktowanych jako
elementy D'). Granica ta istnieje i jest równa delcie Dirac'i.
Istotnie

00

lim ~ g.(x)rp(x)dx = lim ~ _1_ rp(x)dx = rp(O) = (<5,rp).
t-O -00 e-+O -e 2e

W celu otrzymania pelnej gestosci nalezy wiec obliczyc wartosc
delty Diraca na funkcji równej tozsamosciowo jednosci. Tak wiec
wspomniana wyzej funkcja gestoscig nie jest juz zwykla funkcja,
lecz dystrybucja.

g.(x)dx = l.
-00
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Liga zadaniowa Wydzialu Matematyki, Informatyki i Mechaniki
Uniwersytetu Warszawskiego i Redakcji "Delty"

Redaguje dr Marcin E. KUCZMA

Skrót regulaminu
Czolówka ligi zadaniowej "Klub 44"

po uwzglednieniu ocen rozwiazan
zadan z numeru 1/1983

Marek Galeoki - Milanówek 50,41pkt

Zbigniew Bartold - Gdynia 48,83pkt
Dariusz Sowizdrzal - Szczecin 44,51pkt
Krzysztof Trautman - Warszawa 40,5Opkt
Artur Smolczyk - Tarnów Op. 34,95pkt
,Jerzy Janowicz - Boleslawiec34,04pkt
Mari usZ Fis zer - Duszniki Z. 31, 80pkt
Tomasz Bieganski - Lublin 28,68pkt

i zadan z numeru 2/1983

Krzysztof Trautman - Warszawa 48,41pkt
Jerzy Janowicz - Bcleslawiec39,92pkt
Mariusz Fiszer - Duszniki Z.36,72pkt
Artur Smolczyk - Tarnów Op. 34,95pkt
Jaoek Uryga - Bytom 34,53pkt
Tomasz Bieganski - Lublin 28, 68pkt
Marian Roman - Elk 27,32pkt

Wspólczynniki trudnosci zadan:
43 44 45 46 47 48

2,90 2,21 2,88 3,39 2,36 2,84

Kolejnymi uczestnikami ligi, którzy
wesui do Klubu 44, sa panowie:
M.Galecki, Z.Bartold, D.Sowizdrzal,

K.Trautman.

Reprezentuja - jak widac - Wybrzeze
oraz Warszawe z okolica.

Klub 44

Kazdy moze nadsylac rozwiazania zadan z numeru nw terminie do konca miesiacan + 2. Szkice rozwiazan
zamieszczamyw nr n +4. Mozna nadsylac rozwiazania trzech, dwóch lub jednego zadania (kazde na oddzielnej
kartce). mozna to robic co miesiac lub z dowolnymi przerwami. Oceniamy zadania w skali od Odo l z dokladnoscia
do 0,1. Ocene mnozymy przez

'4 _ 3 . suma ocen za rozwiazania danego zadania
liczba osób, które nadeslaly choc. jedno rozwiazanie z numeru

i tyle punktów otrzymuje nadsylajacy. Po zgromadzeniu 44 punktów (w dowolnym cz;"ie) zostaje on czlonkiem Klubu,
a nadwyzka punktów jest zaliczana do ponownego udzialu. Trzykrotne czlonkostwo - to tytul Weterana.
Lige organizuje Wydzial Matematyki, Informatyki i Mechaniki Uniwersytetu Warszawskiego, oraz nasza Redakcja.
Szczególowy regulamin zostal wydrukowany w nr 9/1981.

Zadania nr 58, 59, 60

Termin nadsy!ania rozwiazan: 31 X 1983

58. Jak wiadomo, wartosc funkcji wykladniczej eXjest dla kazdegox równa sumie szeregu

00 x"

L: -. Który wyraz tego szeregu jest (przy ustalonymx > O) najwiekszy?
n=O n!

59. Jakim trójkatom ABC przysluguje wlasnosc nastepujaca: dla kazdego punktuP lezacego
wewnatrz trójkata ABC mozna z odcinków AP, BP, CP zbudowac trójkat?

60. Liczbe 24 mozna na dwa sposoby zapisac w postaci sumy czterech swoich róznych
dzielników: 24 = 1+3+ 8+ 12= 2+4+6+ 12. Jaka jest maksymalna liczba sposobów, na
które liczba naturalna moze byc przedstawiona jako suma czterech swoich róznych dzielników?
Wskazac najmniejsza liczbe naturalna realizujaca to maksimum.
Zadanie 59 przyslal nasz Czytelnik, pan Piotr Chrzastowski z Warszawy.
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Przypominamy tresc. zadan z nr 4/1983

52. Na plas~zyznie dana jest lamana zamknietaL o n bokach. Dowiesc, ze
mozna ponumerowac jej wierzcholki kolejno:Ao ... A._l tak, by dla kazdego

m<nbyloAoA,+A,A.+ ... +A ••_,A •• ;..~·dlugoSc L.n

53. Udowodnic zbieznosc i znalezc granice ciagu okreslonego wzorem
rekurencyjnym Xl = a+b, Xn+ 1 = a+b-abxii1, a+h '::i= O.

54. Czy zbiór wypukly na plaszczyznie nie zawierajacy zadnej pólprostej musi
byc ograniczony? To samo dla podzbioru wypuklego przestrzeni trójwymiarowej.

Rozwiazania zadan z numeru 4/1983
. 52..Dla dowolnej ~zesciJ lamanej L, zlozonej zm kolejnych
boków (m dowolne ~ n), oznaczmy dlugoscJ przez d(J)
i przyjmijmy hej) = d{J) - (m/n)d(L). Oczywiscie heL) = O.

Niech Jo bedzie taka czescia, dla którejh ma wartosc naj mniejsza
(jesli takich czesci jest kilka, wybieramy dowolna z nich). Gdyby
Jo bylo identyczne z cala lamanaL, znaczyloby to, zeh przyjmuje
tylko wartosci ;;:.O, co jest mozliwe jedynie wtedy, gdy wszystkie
boki sa równe. Teza jest w tym przypadku, rzecz jasna,
spelniona. Odrzucajac ten przypadek, mozemy przyjac, zeJo jest
wlasciwym podzbiorem L. Oznaczmy przezAo jeden z konców
Jo i ponumerujmy wierzcholki L kolejno Ao, Al, A2' ... ,
wyruszajac z punktuAo'w kierunku oddalajacym odJo. Niech
A. bedzie drugim koncemJo, tak, zeJo = A. A.+ l U ... u A._ I Ao.

54. a) Niech W bedzie zbiorem wypuklym na plaszczyznie, nie
zawierajacym zadnej pólprostej. Mozemy zalozyc, zeW nie lezy
na prostej (jesli lezy, to jest odcinkiem i zadanie jest trywialne).
Istnieje wiec wW trójka punktów niewspólliniowych, a zatem,
dzieki wypuklosci, W ma niepuste wnetrze: istnieje koloK
o srodku O i promieniu r, zawarte wW. PrzypuSCmy, ze zbiór
W jest nieograniczony; znajdzie sie wiec ciag punktówP. (P. E W)
taki, ze dlugosci odcinkówOP. daza do nieskonczonosci. Niech
Q. bedzie punktem pólprostejOP;; polozonym w odleglosci

rod O. Z ciagu punktów Q. mozna (wobec jego ograniczonosci)
wybrac podciag zbiezny; mozna wrecz zalozyc, zeQ1, Q2, •..

jest juz tym podciagiem. NiechQ = limQ •. Zgodnie z zalozeniem,
istnieje na pólprostejOQ- punkt P nie nalezacy doW. Oznaczmy
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Pokazemy, ze okreslona przez nas numeracja spelnia zadany
warunek. Zalózmy, ze tak nie jest, to znaczy, istniejem takie,
ze dlaJ = AoAlu ... uA"_IA ••mamy d(J) < (m/n)d(L),
czyli hej) < O. Jezeli m ~ k, to, jak latwo sprawdzic,h(JouJ) =
= h(Jo)+h(J) < h(Jo), a jezeli m > k, to h(JonJ) = h(Jo)+

+ hej) < h(Jo), wbrew minimalnosci h(Jo). [Na rysookach

ilustrujacych te dwie sytuacjeJo zaznaczona jest gruba linia
ciagla, aJ - gruba linia przerywana; linia kolorowa oznacza

czesc. lamanejL, dla której wartosch bylaby mniejsza, niz
h(J.) - na pierwszym rysunku czescia ta jestJ.uJ, a na drugim
JonJ].

53. Gdy a # b, sprawdzamy indukcyjnie, zex. = (a·+' -b·+ l) X

x (a·-b·)-1 (zatem x. # O, co zapewnia poprawnosc definicji
rekurencyjnej). Poniewaz z zalozeniaa+b # O, wiec lal # Ibl.
Niech np. lal> Ibl i niech c = b/a. Wtedy Icl < I oraz

x. = (a-bc·)(I-c·)-1 -+ a przy n -+ co. Zatem granica ciagu
x. jest ta z liczba, b, która ma wiekszy modul. Gdya = b,
sprawdzamy indukcyjnie, zex. = a(l + l/n), skad x. -+ a.

przez S sektor plaszczyzny zlozony z punktówX takich, ze
pólprosta XP- przecina kolo K, ale odcinek XP jest zK
rozlaczny (na rysunkuS jest obszarem czerwonym). Poniewaz
limlOP.1 = co, a kierunki pólprostych OP;; daza do kierunku
OP-, przeto prawie wszystkie punktyp. naleza doS.Niech
X = p. bedzie jednym z tych punktów. Na mocy okresleniaS
istnieje punkt Y E Kn(XP- - XP). Otrzymujemy sprzecznoSC
z wypukloscia W, bowiem X E W, Y E W, P rt W, P E XY.
Przypuszczenie, zeW jest zbiorem nieograniczonym, okazalo sie
bledne.

b) Dla zbiorów wypuklych w przestrzeni odpowiedz jest taka
sama. Gdy W jest zbiorem plaskim, wynika to z czesci a). Gdy
W nie jest plaski, zawiera czwórke punktów
niewspólplaszczyznowych, wiec ma niepuste wnetrze. Dalsze
rozumowanie jest dokladnym powtórzeniem rozumowania
z czesci a), z ta jedyna róznica, zeK jest teraz kula, zasS
stozkiem.

Uwaga. Przez oczywista indukcje rozumowanie przenosi sie na
przestrzenie dowolnego wymiaru.

Zadania, których nie umiemy rozwiazac (dzis troche z przymruzeniem oka)

I. Uproscic wyrazenie

( I I I 1)

-+- ---
x' y2 x' y2 . 8
I l - I I . x+ y x-y x2 y2

X2-Y xT+Y (x-Y + x+y)(7+XF-2)

(G. H. Chrystal, Algebra, An Elementary Textbook; A& C.
Black, Ltd London 1886).
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2. Gdy 86 lokci Polskich wyrównywaja 97 lokciom Litewskim,
54 Litewskich idzie na 59 Rossyjskich, 32 Rossy,iskich na 33
Amsterdamskie, Amsterdamskie 31 na 24 Lipskie, Lipskich 15
na 13 Berlinskich, Berlinskich 7 na 6 Wiedenskich; lokci
Polskich 454 ile uczyni Wiedenskich?

(P. Lhulier, Arytmetyka sposobem do pojecia latwym ulozona ... ,
Paryz 1785, przeklad polski 1841).


