Wzér ten jest punktem wyjscia do zdefiniowania pochodnej Przyimijmy na poczatek, ze

dystrybucyjnej dowolnej dystrybucii /.

Pochodng dystrybucji f nazywamy taka dystrybucje g, ze dla

dowolnej funkcji probnej mamy

+o0 diax=0

= i A =
#0)= i) {0 a5 # 0.

Funkcja g jako funkcja ggstosci powinna spelniaé¢ warunek

(g.9) = —(f, ). =
Zamiast g piszemy dalej po prostu f”. _&m glx)dx = 1.
Znajdzmy pochodng dystrybucji Heaviside’a fi. Zgodnie o
z definicja Tymczasem § g(x)dx = 0. A wigc nie tedy droga.
—®
a
@, 9)= — S ¢'(x)dx = ¢(0) = (6, p). Powiemy, 7e ciag dystrybucji (f,) jest zhiezny slabo do fe D,
0

Zatem w sensie dystrybucyjnym 6’ = 4.

jesli dla kazdej funkcji probnej ¢
= lim (f;, ) = (£, ¢).

Na zakonczenie wskaZemy na pewne zastosowania pojecia 3 ’H.m " :
dystrybucii. Zastanéwmy sie, jak okreslié funkcje gestodci g Obliczmy tcfraz slab‘q gran_:ct; .FL.ml.u?_u e l(traktowa{)ychl jako

: a z punktem materialnym o masie 1. Powiedzmy, 22 elemer.lty D’). Granica ta istnieje i jest rowna delcie Diraca.
punkt ten pokrywa si¢ z punktem.x = 0 na osi liczbowej R. Istotnie
Rozmiescimy masg 1 rownomiernie wzdluz odcinka (—¢, ). = ¢
W rezultacie otrzymamy nastepujaca funkcje gestosci lirr:' S ge(x)p(x)dx = lin; S BT g(x)dx = ¢(0) = (4, ).

=Y —w 2=l ¢
. IZ dla xe(—e, ) W celu f)trzymania pelnej gqstczéci nalezy wiec obliczy¢ warto$é
0 dla x ¢(—¢, &) delty Diraca na funkcji réwnej tozsamasciowo jednosci. Tak wiec

spelniajaca warunek

wspomniana wyzej funkcja gestosci g nie jest juz zwyklg funkcja,
lecz dystrybucja.

o
§ ge(dx=1.
-
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Ozotdwka 1igi zadaniowe] "Elub 447

po uwzglgdnieniu ocen roswigsard
zadari z numeru 1/1983

Marek Galecki - Milanéwek S50,41pkt
Zbigniew Bartold - Gdynia 48,83pkt
Dariussz Sowlizdrza® - Sgezecin  44,51pkt
Erzysztof Trautman - Warszawa  40,50pkt
Artur Smolesyk = Tarndw Op. 34,95pkt
Jerzy Janowics - Bolestawiec34,04pkt
Mariuss Flszer - Dussniki Z.31,80pkt
Tomass Blegarski = Lublin 28,68pkt

i gadad # numeru 2/1983
Erzysztof Trautman - Warszawa  48,41pkt

Jergy Janowice - Bolestawiec39,92pkt
Mariusz Fiszer - Duszniki Z,36,72pkt
Artur Smolczyk - Tarnéw Op. 34,95pkt
Jacek Uryga = Bytom 34,535pkt

Tomasz Biegaiski - Lublin 28,68pkt
Marian Roman - Bk 27,32pkt

Wspétezynniki trudnodci madari:

43 44 45 46 47 48
2,90 2,21 2,88 3,39 2,36 2,84
Kolejnymi uczestnikami ligi, ktérszy
weagli do Klubu 44, sa panowle:
M.GaZecki, Z.Bartold, D.Sowlzdrsal,

E.Trautman,

Reprezentujg - Jak widaé - Wybrzege
oraz Warszawe & okolies,

Klub 44

Liga zadaniowa Wydzialu Matematyki, Informatyki i Mechaniki
Uniwersytetu Warszawskiego i Redakcji ,,Delty”

Redaguje dr Marcin E. KUCZMA

Skrét regulaminu

Kaidy mo#e nadsylaé rozwigzania zadan z numeru n w terminie do korica miesigca n-+ 2. Szkice rozwigzan
zamieszczamy w nr n+ 4. Moina nadsylaé rozwigzania trzech, dwodch lub jednego zadania (kazde na oddzielnej
kartce), mozna to robi¢ co miesiac lub z dowolnymi przerwami. Oceniamy zadania w skali od 0 do 1 z dokladnosdcia
do 0,1. Ocen¢e mnoZymy przez

~4]_3"s_|.1r:uul:nnl:etlxarcu igzania d di
liczba os6b, ktére nadeskaly choé jedno rozwigzanie z numeru

i tyle punktéw otrzymuje nadsylajgcy. Po zgromadzeniu 44 punktéw (w dowolnym czasie) zostaje on czionkiem Klubu,
a nadwyzka punktdw jest zaliczana do ponownego udzialu. Trzykrotne czlonkostwo — to tytul Weterana.

Lige organizuje Wydzial Matematyki, Informatyki i Mechaniki Uniwersytetu Warszawskiego, oraz nasza Redakcja.
Szczegblowy regulamin zostal wydrukowany w nr 9/1981.

Zadania nr 58, 59, 60
Termin nadsylania rozwigzan: 31 X 1983

58. Jak wiadomo, warto$é funkcji wykladniczej e* jest dla kazdego x rowna sumie szeregu

oo L]

z —=e Ktoéry wyraz tego szeregu jest (przy ustalonym x > 0) najwiekszy?
n=0 nl

59. Jakim tréjkatom ABC przystuguje wlasnosc nastepujaca: dla kazdego punktu P lezacego
wewnatrz trojkata ABC mozna z odcinkow AP, BP, CP zbudowac trojkat?

60. Liczbe 24 moina na dwa sposoby zapisa¢ w postaci sumy czterech swoich réznych
dzielnikdw: 24 = 1+34+8+12 = 2+4+ 6+ 12, Jaka jest maksymalna liczba sposobow, na
ktore liczba naturalna moze by¢ przedstawiona jako suma czterech swoich réznych dzielnikow?
Wskazaé najmniejsza liczbe naturalng realizujgca to maksimum.

Zadanie 59 przysial nasz Czytelnik, pan Piotr Chrzastowski z Warszawy.
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Przypominamy tres¢ zadan z nr 4/1983
52, Na plaszczyznic dana jest lamana zamknigta L o n bokach. Dowieéé, ze
moina ponumerowac jej wierzcholki kolejno: Ay ... Ap_, tak, by dla kazdego

m < nbylo Ao A+ Ay As+ ... +Ap_yAm = "_ﬂ'-mugosé L.

Rozwigzania zadaf z numeru 4/1983

" 52. Dla dowolnej czgsci J lamanej £, zlozonej z m kolejnych
bokow (m dowolne < n), oznaczmy diugo$é J przez d(J)
i przyimijmy h(J) = d(J)— (m[m)d(L). Oczywiscie h(£) = 0.
Niech J, bedzie tak czgscia, dla ktorej & ma wartoé¢ najmniejsza
(jesli takich czgsci jest kilka, wybieramy dowolng z nich). Gdyby
J, bylo identyczne z calq lamana £, znaczyloby to, ze h przyjmuje
tylko wartosci = 0, co jest mozliwe jedynie wtedy, gdy wszystkie
boki s3 rowne. Teza jest w tym przypadku, rzecz jasna,
spetniona. Odrzucajac ten przypadek, mozemy przyjaé, ze J, jest
wilasciwym podzbiorem £. Oznaczmy przez A, jeden z koficow
J, i ponumerujmy wierzcholki £ kolejno Ag, A,, A5, ...,
wyruszajac z punktu A, w kierunku oddalajacym od J,. Niech

Ay bedzie drugim konicem J,, tak, ze J, = Ay Aisy U ... U A, Ag.

Pokazemy, ze okre$lona przez nas numeracja spelnia zadany
warunek. Zaldzmy, ze tak nie jest, to znaczy, istnieje m takie,
zedlaJ = Ao A,V ... UAw., A, mamy d(J) < (m[n)d(L),

czyli A(J) < 0. Jezeli m < k, to, jak tatwo sprawdzié, A(J,uJ) =
= h(Jo)+h(J) < h(J,), a jezeli m > k, to h(Jund) = h(J,)+
+h(J) < h(J,), wbrew minimalnosci #(J,). [Na ryswnkach
ilustrujacych te dwie sytuacje J, zaznaczona jest gruba linia
ciggla, a J — grubag linig przerywana; linia kolorowa oznacza
czgS¢ tamanej £, dla ktorej wartoé¢ h bylaby mniejsza, niz

h(J,) — na pierwszym rysunku czescia ta jest J,uJ, a na drugim
J,nJ],

53. Gdy a # b, sprawdzamy indukcyjnie, 7e x, = (a"*!—b"*!) x
x (@"—b")"" (zatem x, # 0, co zapewnia poprawnoé¢ definicji
rekurencyjnej). Poniewaz z zalozenia a+b # 0, wiec |a| # |b|.
Niech np. |a| > |b| i niech ¢ = b/a. Wiedy |c| < | oraz

Xy = (@a—bc")(1—c")~' — a przy n — co. Zatem granica ciagu
X, jest ta z liczb a, b, ktora ma wigkszy modul. Gdy a = b,
sprawdzamy indukcyjnie, ze x, = a(1+ 1/n), skad x, — a.

Zadania, ktérych nie umiemy rozwiazaé (dzié

1. Uprosci¢ wyrazenie
1 I

1
wrhy vy 8
1 1 1 P ' [x+y x—yp\[x? 5
x* Xt ¥ (x—y ¢ x+y (y_z+_xT 2

(G. H. Chrystal, Algebra, An Elementary Textbook:; A & C.
Black, Ltd London 1886).

»
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53, Udowodni¢ zbieznodé i znale#é granice ciggu okreslonego wzorem
rekurencyjnym x; = a+8, xp41 = atb—abx;!, a+b # 0.

54. Czy zbidr wypukly na plaszczyinie nie zawierajacy Zadnej péiprostej musi
byc¢ ograniczony? To samo dia podzbioru wypuklego przestrzeni tréjwymiarowej.

54. a) Niech W bedzie zbiorem wypuktym na plaszczyinie, nie
zawierajacym 7adnej polprostej. Mozemy zalozy¢, ze W nie lezy
na prostej (jedli lezy, to jest odcinkiem i zadanie jest trywialne).
Istnieje wigc w W trojka punktdéw niewspoHiniowych, a zatem,
dzigki wypukloéci, W ma niepuste wnetrze: istnieje kolo K

o Srodku O i promieniu r, zawarte w W. Przypusémy, ze zbior

W jest nieograniczony ; znajdzie si¢ wiec ciag punktow P, (P, € W)
taki, ze dlugoéci odcinkéw OP, daza do nieskonczonoéci. Niech
Q. bedzie punktem polprostej OP;" polozonym w odleglosci

rod 0. Z ciggu punktow @, mozna (wobec jego ograniczonosci)
wybraé¢ podciag zbiezny; mozna wrecz zalozyé, ze Q,, Qs, ...

jest juz tym podciagiem. Niech @ = limQ,. Zgodnie z zalozeniem,
istnieje na polprostej OQ™ punkt P nie nalezacy do W. Oznaczmy

przez S sektor plaszczyzny zlozony z punktéw X takich, ze
polprosta XP~ przecina kolo K, ale odcinek XP jest z K
rozlgczny (na rysunku § jest obszarem czerwonym). Poniewaz
lim|OP,| = o, a kierunki polprostych OP;" dazg do kierunku
OP~, przeto prawie wszystkie punkty P, nalezg do §. Niech
X = P, bedzie jednym z tych punktéw. Na mocy okrelenia §
istnieje punkt ¥ € KA(XP~—XP). Otrzymujemy sprzecznosé

z wypukloicia W, bowiem Xe W, Ye W, P¢ W, Pe XY.
Przypuszczenie, ze W jest zbiorem nieograniczonym, okazalo sie
bledne.

b) Dla zbioréw wypuklych w przestrzeni odpowiedz jest taka
sama, Gdy W jest zbiorem plaskim, wynika to z czeéci a). Gdy
W nie jest plaski, zawiera czworkg punktow
niewspolplaszczyznowych, wiec ma niepuste wnetrze. Dalsze
rozumowanie jest dokladnym powtdrzeniem rozumowania

z czgsdci a), z tq jedyna réznicg, ze K jest teraz kula, zas §
stozkiem.

Uwaga. Przez oczywistg indukcjg rozumowanie przenosi si¢ na
przestrzenie dowolnego wymiaru.

troche z przymruzeniem oka)

2. Gdy 86 lokci Polskich wyrownywaja 97 lokciom Litewskim,

54 Litewskich idzie na 59 Rossyjskich, 32 Rossyiskich na 33
Amsterdamskie, Amsterdamskie 31 na 24 Lipskie, Lipskich 15

na 13 Berlifiskich, Berlinskich 7 na 6 Wiedenskich, lokci

Polskich 454 ile uczyni Wiederiskich?

(P. Lhulier, Arytmetyka sposobem do pojecia fatwym ulozona ...,
Paryz 1785, przeklad polski 1841).



