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Inzynierowie budowlani to dziwna kasta gnomów.
W kamieniolomach matematycznej 'Szklanej Góry wylamuja
bloki i tluczen, aby po przeróbce wznosic z nich nie szklane, lecz
zelbetowe domy. Niszczac krystaliczna strukture nauki o swiecie

r~eczy, których nie ma, buduja swiat az nazbyt realny. Nie badaja
istotnej struktury materii - to przywilej fizyków. Inzynierowie
jako pragmatycy patrza przez filtry eliminujace to, co z ich
punktu widzenia pominac mozna. W tak skonstruowanym
zastepczym schemacie rzeczywistosci pojawiaja sie zjawiska
i obiekty rodem ze Szklimej Góry. Zobaczmy, jak wyglada ten
zastepczy swiat.

W trakcie projektowania konstrukcii nalezy okreslic, jakie
obciazenia na nia dzialaja, z jakiego materialu jest wykonana i jak
ten material sie zachowuje. Sa to dane wejsciowe, po zakonczeniu
obliczen otrzymujemy informacje o odpowiedzi konstrukcji na

obciazenia. Jezeli odpowiedz nie jest zadowalajaca, to zmieniamy
dane weisciowe, jezeli zas rezultat jest pomyslny, to proces sie
konczy - na placu budowy.

Bardzo czesto sie zdarza, ze obciazenie pewnej konstrukcji
skoncentrowane jest w otoczeniu pewnego punktu. W takim
przypadku korzystamy z pojecia sily skupionej. Sila ta jest
wypadkowa tego obciazenia, na przyklad ciezarem znajdujacego
sie tam ciala. Linoskoczek iest dla inzyniera dystrybucyjna
nieciagloscia obciazenia liny, na której stoi. Jednakze widzowie
ogladajacy popisy akrobaty nie sa traktowani jako zbiór sil
skupionych, lecz jako ciagle obciazenie widowni, jezeli tylko
siedza dostatecznie gesto.

Niech x E D, gdzie Q jest obszarem przestrzeni,zajetym przez
konstrukcje. Przezq oznaczymy funKcje opisujaca obciazenie;
gdy jest ono sila skupiona, funkcja ta ma postac

q(x) = P' ó(x-xo),

Xo E D jest tu punktem przylozenia sily, aP jej wartoscia, ó jest
dystrybucja Diraca.

Równie istotne jak modelowanie obciazenia w przestrzeni jest
jego przedstawienie w czasie. I tu takze napotykamy swiat
nieciaglosci. Obciazenie dzialajace w ciagu bardzo krótkiego
czasu (chwilowe) mozemy zapisac nastepujaco:

q(x, t) = q(x)· ó(t-to),

gdzie to jest chwila, w której pojawila sie i zniknela sila. Opis
powyzszy odpowiada gwaltownej eksplozji lub uderzeniu
pociskiem. Oczywiscie bombardowanie kroplami deszc7u lub
molekulami gazu modelujemy funkcjami ciaglymi.

Obciazenie, które nagle pojawilo sie na konstruk«ii, ale na niej
pozostalo, przedstawiamy w postaci

, q(x, t) = q(x)(J(t-to),

to jest chwila przylozenia obciazeniaq, a Ojest dystrybucja

Ho/lviside' a.
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Zmienna w czasie moze byc nie tylko wartosc sily, ale i jej
polozenie. Kolo ladujacego samolotu wywiera na pas startowy
nacisk, który mozna okreslic w nastepujacy sposób:

q(x, t) = P(t)· ó(x-xo(t»· O(t-to),

gdzie xo(t) oznacza polozenie kola w chwilit. Skupiony
charakter obciazenia opisuje tu ó Diraca, a nagly sposób jego
przylozenia O Heaviside'a.

Obciazenia skupione (modelowane za pomoca dystrybucji ó)
pelnia role szczególna. Jest to spowodowane nie tylko ich czestym
wystepowaniem w praktyce inzynierskiej, ale przede wszystkim

podstawowym charakterem uzyskiwanych za ich pomoca
rozwiazan. Poszukiwanie odpowiedniej konstrukcji
(a w zasadzie jej matematycznego modelu) sprowadzane jest
zazwyczaj do znalezienia rozwiazania liniowego problemu
granicznego.

W teorii równan rózniczkowych przez rozwiazanie problemu granicznego

w obszarze Q rozumiemy funkcje spelniajaca: pewne liniowe równanie
rózniczkowe w kazdym punkcie x E D, na jego brzegu pewien warunek zwany

warunkiem brzegowym, a w chwili to warunek nazywany warunkiem
poczatkowym.
Postac równania i warunków granicznych zalezy od fizycznego aspektu problemu.

W przypadku problemu o stalych wspólczynnikach dysponowanie
rozwiazaniem podstawowymc', tzn. takim, w którym prawa
strona (obciazeniem) jestÓ Diraca, umozliwia znalezienie
rozwiazania u dla praktycznie dowolnego obciazeniaq. Mamy
wtedy

u(x) = ~q(y)' c(x-y)dy,
f}

jezeli tylko powyzsza calka istnieje.

Czarnoksieznik ze Szklanej Góry, a nawet jego uczen z latwoscia
rozpozna w tym tekscie reke kamieniarza. Wyrafinowany aparat
teorii dystrybucji potraktowany tu zostal tak, jak wielka pieczec
królewska, ale orzechy lubia wszyscy.



x<O

x~OO(x) = {~

otrzymujac "funkcje" zwana dzis delta Diraca. Wykonywal na niej rózne
operacje, m.in. rózniczkujac ja. Nie mialo to sensu (tak samo, jak bezpodstawne
byly operacje, jakie Newton wykonywal na wielkosciach nieskonczenie malych) -
z wyjatkiem takiego, ze matematycznie wyprowadzone prawa mechaniki
kwantowej zgadzaly sie ze znanymi juz danymi doswiadczalnymi.

Z poczatkami analizy matematycznej tez tak bylo, choc Berkeley, glówny
oponent Newtona napisal" Wyniki rachunków na wielkosciach nieskonczenie
malych dlatego zgadzaja sie z doswiadczeniem, ze horrendalne bledy, jakie
popelnia sie w trakcie obliczen, znosza sie nawzajem". Nalezalo tylko zadbac
o logiczna poprawnosc podstaw teorii.

Jak poprawnie zdefiniowac delte Diraca? Trzeba spojrzec na nia nie jak na
funkcje, a jak na dystrybucje. Szczególy w arty.kule.

W koncu lat dwudziestych tego wieku Dirac tworzac matematyczne podstawy
mechaniki kwantowej rózniczkowal funkcje

gdy x jest liczba nie wymierna{l/q,
\l'(x) =

O,

Dowód, ze funkcja Riemanna

gdy x = p/q i ulamek p/q jest

nieskracalny ,

jest ciagla w kazdym punkcie niewymiernym,
a nieciagla w wymiernym. Wezmy bowiem
dowolna liczbe c> O i niech a bedzie
dowolnym punktem osi liczbowej. Wybierzmy
m wieksze niz l/e. W sumie przedzialów
otwartych (a - 2, a)u(a, a + 2) jest skonczona

liczba takich punktów wymiernych p/q, ze
q ~ m (nie wiecej niz 4m2). Niech 6 bedzie

odlegloscia a od najblizszego takiego punktu.

Z okreslenia funkcji", wynika, ze dla kazdego

x E (a- 6, a)u(a, U+ 6) mamy 1",(x)1 < c

(jesli x f Q, to ",(x) = O; a jesli x E Q
i x = p/q, to q .; m). Wynika stad, ze funkcja

V'jest ciagla w kazdym punkcie niewymiernym
i nieciagla w wymiernym. Nieciaglosc jest
usuwalna - mozna w punkcie wymiernym
zmienic wartosc funkcji zl/q na O.
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Czym sa dystrybucje

o nalezy do E, ale nie ma pochodnej w punkciex = O.
Zajmiemy sie tutaj rozszerzeniem. zbioruE do pewnego nowego
zbioru D', w którym daloby sie sensownie okreslic operacje
rózniczkowania. Uzyskamy w ten sposób mozliwosc
rózniczkowania dowolnego elementu ze zbioruE.

Niech f bedzie odwzorowaniem zbioru funkcji próbnych w liczby

rzeczywiste, tzn.f: D -+ R. Symbolem (I, lp) oznaczamy wartosc
odwzorowania f na elemencielp, czyli liczbe f(lp). Przechodzimy
teraz do zdefiniowania zbioruD' ..

Powiemy, ze odwzorowanief: D -+ R jest dystrybucja (nalezy
do D'), jezeli

l) dla dowolnych lp" lp, E D; CXI, CX2 ER

(I, CX,lpl +CX2lp2) = CXI(l,lpl)+OC2U, rp2),

2) dla dowolnego ciagu(rp.) zbieznego wD do funkcji lp

lim (I, lp.) = (I, lp),
n_OC!

tzn.

l) f jest odwzorowaniem liniowym,
2) f jest odwzorowaniem ciaglym.

Podobnie okresla sie zbiórE' odwzorowan zbioru COC! w zbiór R.
f: COC! -+ R jest elementemE', jesli
l) f jest odwzorowaniem liniowym,
2) f jest odwzorowaniem ciaglym, tzn. jesli ciag(lp.) zbiega
w COC! do lp, to Iim (I, lp.) = (I,lp).

n_OC!

dla x;;. O

dlax<O8(x) = {~

Oznaczmy przezE zbiór funkcji calkowalnych na kazdym
skonczonym przedziale(a, b). Do zbioru E naleza w szczególnosci
wszystkie funkcje ciagle, okreslone na prostej rzeczywistej R.
Oczywiscie z faktu, zef E E nie wynika ciaglosc, a tym bardziej
rózniczkowalnosc f Przykladem moze byc funkcja 8 przyjmujaca
w punkcie x wartosc

Zapoznajmy sie wpierw z kilkoma pojeciami. SymbolemCOC!

oznaczamy zbiór funkcji majacych pochodne dowolnego rzedu.

Przyklady

1) Niech fE E,lp E D. Wzór

dla xe(-a,a)

dla x rl (-a, a).

Powiemy, ze funkcja rpjestfunkcja próbna lub krótko rpE D,
jezeli rpE COC! i istnieje taka liczbar > O, ze lp(x) = Odla
x rl ( - r, r). Przyklad funkcji próbnej lp (a jest liczba dodatnia):

I a'

- a2_x2

lp(x) = ~

Powiemy, ze ciag funkcji próbnych(lp.) jest zbiezny w D do
funkcji lp E D, jezeli
I) istnieje taka liczbar > O, ze dla kazdegon

lp.(x) = O dla x rl (-r, r),

2) dla kazdegok ciag (lp~O» jest jednostajnie zbiezny dolp(O)

(f(O) oznacza pochodna rzeduk funkcji/).

Powiemy, ze ciag(lp.) elementów zbioru COC! jest zbiezny w COC!

do funkcji lp E C OC!, jesli dla kazdegok ciag (lp~O»)jest jednostajnie
zbiezny do lp(O) w dowolnym przedziale <a, b).

00

(I, lp) = ~ f(x)lp(x)dx
-00

okresla dystrybucje (oznaczamy ja nadal symbolem/), a wiec
f E D'. Tak wiec kazda funkcjef E E mozemy traktowac jako
element D', W szczególnosci funkcja 8 tez jest dystrybucja zwana
dystrybucja Heaviside'a.

2) Tzw. delta Diraca (6) je,t dystrybucja okreslona wzorem

(6, lp) = lp(O)

(o jest równiez elementem zbioruE', w szczególnosci (o, 1) = I).
Okazuje sie, ze nie istnieje taka funkcjafE E, ze (o, lp) = (I,lp)

dla kazdej funkcji próbnej lp. A wiec zbiór D' zawiera E jako
podzbiór wlasciwy.

Zalózmy, zefi i jej pochodna f; naleza doE, a lp jest funkcja
próbna. Korzystajac ze wzoru na calkowanie przez czesci mozemy
napisac

Mówimy, ze ciag funkcjif.:R - R zbiega jednostajnie do funkcjif:R _ R,

gdy 1\ V 1\ 1\ If.+o(x)-f(x)1 < c.
• >0 neN keN xeR

00

~ f;(x)lp(x)dx =
-00 -OC!

fi (x) lp'(x) dx.
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