Kamieniolom na Szklanej Goérze

Dr inz. Krzysztof ZMIJEWSKI

Inzynierowie budowlani to dziwna kasta gnomow.
W kamieniolomach matematycznej Szklanej Gory wylamuja

bloki i tluczen, aby po przerébce wznosi¢ z nich nie szklane, lecz
zelbetowe domy. Niszczac krystaliczng strukturg nauki o $wiecie
rzeczy, ktorych nie ma, budujg $wiat az nazbyt realny. Nie badajg

istotnej struktury materii — to przywilej fizykow. Inzynierowie
jako pragmatycy patrza przez filtry eliminujace to, co z ich
punktu widzenia poming¢ mozna. W tak skonstruowanym
zastepczym schemacie rzeczywistosci pojawiaja sie zjawiska

i obiekty rodem ze Szklanej Gory, Zobaczmy, jak wyglada ten
zastepczy Swiat.

W trakcie projektowania konstrukcii nalezy okresli¢, jakie

obcigzenia na nig dzialaja, z jakiego materialu jest wykonana i jak
ten material si¢ zachowuje. Sa to dane wejsciowe, po zakonczeniu

obliczen otrzymujemy informacje o odpowiedzi konstrukcji na

obciazenia. Jezeli odpowiedz nie jest zadowalajaca, to zmieniamy

dane weiSciowe, jezeli za$ rezultat jest pomySlny, to proces sig
konczy — na placu budowy.

Bardzo czgsto sie zdarza, ze obciazenie pewnej konstrukcji
skoncentrowane jest w otoczeniu pewnego punktu. W takim
przypadku korzystamy z pojecia sily skupionej. Sila ta jest
wypadkows tego obcigzenia, na przyklad cigzarem znajdujacego
si¢ tam ciala. Linoskoczek jest dla inzyniéra dystrybucyjng
nieciggloscia obcigzenia liny, na ktdrej stoi, Jednakze widzowie
ogladajacy popisy akrobaty nie sa traktowani jako zbior sit
skupionych, lecz jako ciagle obciazenie widowni, jezeli tylko
siedza dostatecznie gesto.

Niech x € £2, gdzie 12 jest obszarem przestrzeni zajetym przez
konstrukcje. Przez g oznaczymy funkcj¢ opisujaca obciazenie;
gdy jest ono sila skupiona, funkcja ta ma postaé

q(x) = P+ d(x—xq),

xg € £2 jest tu punktem przylozenia sily, a P jej wartoscia, 0 jest
dystrybucjq Diraca.

Rownie istotne jak modelowanie obciazenia w przestrzeni jest
jego przedstawienie w czasie. I tu takze napotykamy §wiat
nieciaglosci. Obciazenie dzialajace w ciggu bardzo krotkiego
czasu (chwilowe) mozemy zapisac nastgpujaco:

qlx, 1) = g(x)- o(r—1y),

gdzie 1, jest chwila, w ktorej pojawila si¢ i zniknela sita. Opis
powyzszy odpowiada gwaltownej eksplozji lub uderzeniu
pociskiem. Oczywiscie bombardowanie kroplami deszczu lub
molekutami gazu modelujemy funkcjami cigglymi.

Obciazenie, ktore nagle pojawito si¢ na konstrukcji, ale na niej
pozostalo, przedstawiamy w postaci

"yl 1) = Gx)0(e—1,),
1y jest chwila przylozenia obcigzenia g, a 0 jest dystrybucjg
Hegviside'a.
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Zmienna w czasie moze byc nie tylko wartosc sily, ale i jej
polozenie. Kolo ladujacego samolotu wywiera na pas startowy
nacisk, ktory mozna okre$lic w nastgpujacy sposob:

glx, 1) = P(1): dlx—xo(0)) - 0(r—1,),

gdzie xo(r) oznacza polozenie kola w chwili 7. Skupiony
charakter obcigzenia opisuje tu # Diraca, a nagly sposob jego
przylozenia 0 Heaviside'a,

Obciazenia skupione (modelowane za pomoca dystryﬁucji 0)
pehnia rolg szczegolna. Jest to spowodowane nie tylko ich czgstym
wystgpowaniem w praktyce inzynierskiej, ale przede wszystkim
podstawowym charakterem uzyskiwanych za ich pomoca
rozwiazan. Poszukiwanie odpowiedniej konstrukcji

(a w zasadzie je) matematycznego modelu) sprowadzane jest
zazwyczaj do znalezienia rozwiazania liniowego problemu
granicznego.

W teorii rownan rozniczkowych przez rozwigzanie problemu gramcznego

w obszarze £ rozumiemy funkcje spelniajaca: pewne liniowe réwnanie
réeniczkowe w kaidym punkcie x € 2, na jego brzegu pewien warunck zwany
warunkiem brzegowym, a w chwili 1, warunek nazywany warunkiem
poczgtkowym.

Postaé réwnania | warunkow granicznych zalezy od Mizveznego aspekiu problemu

W przypadku problemu o stalych wspotczynnikach dysponowanie
rozwigzaniem podstawowym &, tzn. takim, w ktorym prawa
stronga (obcigzeniem) jest § Diraca, umozliwia znalezienie
rozwigzania u dla praktycznie dowolnego obcigzenia §. Mamy
wtedy

ux) = (G- elx—y)dy,
2

jezeli tylko powyisza calka istnieje.

Czarnoksigznik ze Szklanej Gory, a nawet jego uczen z fatwoscia
rozpozna w tym tekscie reke kamieniarza. Wyralinowany aparat
teorii dystrybucji potraktowany tu zostal tak, jak wielka pieczec

krolewska, ale orzechy lubia wszyscy.



Dowdd, 2e funkeja Riemanna

1/g, gdy x = plgiulamek p/g jest
wix) = nieskracalny,

0. gdy x jest liczbg niewymierng
jest ciggla w kazdym punkcie niewymiernym,
a nieciggla w wymiernym. Wezmy bowiem
dowalng liczbg € > 0 i niech a bedzie
dowolnym punktem osi liczbowej. Wybierzmy
m wigksze niz 1/, W sumie przedzialow
otwartych (a—2, a)u(a, a+ 2) jest skonczona
liczba takich punktéw wymiernych plg, ze
g = m (nie wiecej niz 4m?). Niech 6 bedzie
odlegloécig a od najblizszego takiego punktu,
Z okreslenia funkcji v wynika, ze dla kazdego
x € (a—9, ayula, a+ 0) mamy |p(x)| < e
(esli x ¢ Q, to p(x) = 0; ajesli xe @
ix = plg to g < m). Wynika stad, ze funkcja
w jest ciagla w kazdym punkcie niewymiernym
i nieciggla w wymiernym. Niecigglosé jest
usuwalna — moina w punkcie wymiernym
rmieni¢ wartoéé funkcji z L/g na 0,

W koricu lat dwudziestych tego wieku Dirac tworzgc matematyczne podstawy
mechaniki kwantowej rézniczkowat funkcje
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f(x) = {

otrzymujac ,,funkcje” zwana dzi$ delta Diraca. Wykonywal na niej rozne
operacje, m.in. rézniczkujac jag. Nie mialo to sensu (tak samo, jak bezpodstawne
byly operacje, jakie Newton wykonywal na wielkosciach nieskoriczenie matych) —
z wyjatkiem takiego, ze matematycznie wyprowadzone prawa mechaniki
kwantowej zgadzaly si¢ ze znanymi juz danymi doswiadczalnymi.

Z poczatkami analizy matematycznej tez tak bylo, cho¢ Berkeley, gtéwny
oponent Newtona napisal ,,Wyniki rachunkéw na wielkosciach nieskoriczenie
malych dlatego zgadzaja si¢ z doSwiadczeniem, Ze horrendalne bledy, jakie
popelnia si¢ w trakcie obliczen, znosza si¢ nawzajem”. Nalezalo tylko zadba¢
o logiczng poprawno$¢ podstaw teorii.

Jak poprawnie zdefiniowa¢ delte Diraca? Trzeba spojrzec¢ na nig nie jak na

funkcje, a jak na dystrybucje. Szczegdly w artykule,

/ Czym s3 dystrybucje
/%z Dr Henryk KOEAKOWSKI

Oznaczmy przez E zbiér funkcji catkowalnych na kazdym
skonczonym przedziale (a, b). Do zbioru E nalezg w szczegdlnosci
wszystkie funkcje ciggle, okreslone na prostej rzeczywistej R.
Oczywiscie z faktu, ze f € E nie wynika ciaglos¢, a tym bardziej
rozniczkowalnos¢ f. Przykladem moze by¢ funkcja 6 przyjmujaca
w punkcie x wartos¢

1 daxz=0

0(x) =
@) {o dia x<0

i nalezy do E, ale nie ma pochodnej w punkcie x = 0.
Zajmiemy sig tutaj rozszerzeniem zbioru E do pewnego nowego
zbioru D', w ktérym daloby sie sensownie okresli¢ operacje
rozniczkowania. Uzyskamy w ten sposob mozliwoéé
rozniczkowania dowolnego elementu ze zbioru E.

Zapoznajmy si¢ wpierw z kilkoma pojgciami. Symbolem C=
oznaczamy zbior funkcji majacych pochodne dowolnego rzedu.

Powiemy, ze funkcja ¢ jest funkcja prébng lub krotko ¢ € D,
jezeli ¢ € C= i istnieje taka iiczba r > 0, ze p(x) = 0 dla
x ¢ (—r, r). Przykiad funkcji prébnej ¢ (a jest liczba dodatnig):
8
g = ¢ 77 daxe(-a,a)
0 dla x ¢ (—a,a).

Powiemy, ze ciag funkcji probnych (g,) jest zbiezny w D do
funkcji g € D, jezeli
1) istnieje taka liczba r > 0, ze dla kazdego n

gu(x) =0 dla x¢(—r,r),
2) dia kazdego k ciag (p¢*) jest jednostajnie zbiezny do p'*!
(/™ oznacza pochodna rzedu k funkgji £).

Powiemy, Ze ciag (@,) elementéw zbioru C= jest zbieiny w C*
do funkcji @ € C=, jesli dla kazdego k ciag (pt*) jest jednostajnie
zbiezny do ¢’ w dowolnym przedziale <a, b).

Mowimy, 2e cigg funkeji £,:R — R zbiega jednostajnie do funkeji 1R — R,

gy A VA A DRl < e
o« >0 neN keN xeR

Niech f bgdzie odwzorowaniem zbioru funkcji prébnych w liczby
rzeczywiste, tzn. f:D — R, Symbolem (f, p) oznaczamy wartos¢
odwzorowania f na elemencie @, czyli liczbe f(@). Przechodzimy
teraz do zdefiniowania zbioru D', )
Powiemy, ze odwzorowanie f:D — R jest dystrybucjq (nalezy
do D), jezeli
1) dla dowolnych @, @, € D; o, ,2; € R

(f, 1y +e2@2) = o (f, @) +ea(f, @2),

2) dla dowolnego ciagu (g.) zbieznego w D do funkcji ¢
lim (f, ) = (f, @),
M= 00

tzn.
1) fjest odwzorowaniem liniowym,
2) f jest odwzorowaniem cigglym.

Podobnie okres$la si¢ zbiér E’ odwzorowan zbioru C* w zbiér R.
S: C® — R jest elementem E’, jesli

1) fjest odwzorowaniem liniowym,

2) f jest odwzorowaniem cigglym, tzn. jesli ciag (y,) zbiega

w C= doy, to lim (f, w,) = (f, y).

M=o

Przyklady
1) Niech fe E, g e D. Wzor

fip) = § fOp(x)dx

okresla dystrybucje (oznaczamy ja nadal symbolem f), a wige
Se D', Tak wigc kazdg funkcje f € E mozemy traktowaé jako
element D’. W szczegolnodci funkcja  tez jest dystrybucjg zwana
dystrybucja Heaviside'a.

2) Tzw. delta Diraca (&) jest dystrybucja okreslong wzorem
(4, @) = @(0)

(6 jest rowniez elementem zbioru E’, w szczegblnoéei (4, 1) = 1).
Okazuje sig, ze nie istnieje taka funkcja f€ E, ze (6, ¢) = (f, ¢)
dla kazdej funkcji probnej @. A wigc zbior D’ zawiera E jako
podzbior wiasciwy.

Zalozmy, ze f, i jej pochodna fy naleza do E, a ¢ jest funkcja
probng. Korzystajgc ze wzoru na calkowanie przez cz¢sci mozemy
napisa¢

§ fimedx = — | fi0g'(dx.
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