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== Dr Jerzy RYLL

Zaczniemy od kilku przykladow. Bedziemy rozpatrywac tylko
funkcje, ktorych dziedzing i przeciwdziedzina jest zbior R liczb
rzeczywistych.

Funkcja moze nie by¢ ciagla w zadnym punkcie. Standardowym
przykladem jest funkcja Dirichleta:
1, gdy x jest liczba wymierna,

zo(x) = {

0, gdy x jest liczhg niewymierng.

Jej nieciaglo$¢ wynika z tego, ze w otoczeniu dowolnego punktu
przyjmuje zarowno warto$¢ 0, jak i 1. Za pomoca funkcji
Dirichleta latwo skonstruowac funkcje, ktora jest ciagla tylko
na skoficzonym zbiorze A = {ag, a,, ..., a. }. Okreslamy ja
wzorem

g(x) = xo(0): (x—ao)(x—a\)" ... * (x—an).

Oznaczmy przez M $rednice zbioru A, tj. roznice migdzy
najwieksza i najmniejsza liczba z A. Jezeli 0 < d < 1 i
a—6<x<a+d,to

lg(x)—gla)l = |glx)| < 6 (M+1)".

A zatem dla dowolnego ¢ > 0 wystarczy wziac

0= min{] ” }. by z tego, iz |[x—a;| < 6 wynikalo, ze

£
(M+1)"
|g(x)—g(a))| < e. To zas znaczy, ze g jest ciagla w a;, dowolnie
wybranym punkcie zbioru 4. Gdyby funkcja g byla ciagla
w jakimkolwiek punkcie x ¢ 4, to funkcja yp (jako iloraz dwu
funkcji cigglych w x) bylaby tez ciagla w x.
Mozna tez skonstruowac funkcjg, ktora bedzie ciagla tylko
w punktach o wspolrzednych catkowitych:

hix) = yp(x) sin(xx).

Dowod ciagloéci jest jeszcze latwiejszy, a nieciaglosci — taki sam

jak poprzednio. A czy uda si¢ Czytelnikowi znalez¢ funkcje
ciggla tylko w zbiorze liczb wymiernych?

Podamy teraz przyklady funkcji, ktore sa ciagle w ,,wigkszosci”
punktow. Oto funkcja nieciggla tylko w jednym punkcie:
1 x#0,

gx) = {0 x=0,

Mozna z niej latwo zrobi¢ funkcje ciagla wszedzie zmieniajac
jej warto$¢é w 0. O tego rodzaju nieciaglosci mowimy, ze jest
usuwalna (rys. 1). A oto funkcja ciaglta wszedzie poza 0, przy
czym nieciagtosé w 0 jest nieusuwalna (rys. 2).
sin(l/x) x# 0,
(x) =
0 x= 0,

/
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Rys: 1 Niecigglosci usuwalne

Funkcja o nieusuwalnych niecigglosciach w skorficzonym zbiorze
A = lag,a,, ..., a,) jest na przyklad

px—ag)+@(x—a)+ ... +glx—a,),

a w zbiorze liczb naturalnych:

o0
3 27 p(x—n).
n=0

A oto funkcja, ktorej zbiér punktéw nieciaglosci (usuwalnych)
jest zbiorem liczb wymiernych @. Nazywa sie ona funkcja
Riemanna:

[1la gdy x = plg, a ulamek p/g jest nieskracalny,

(x) = ; : : ;
¥ IO gdy x jest liczba niewymiernag.

Mozna tatwo sprawdzi¢, ze ma ona postulowane wlasnosci;
mozna tez poszuka¢ dowodu ,,gdzies”” w numerze. Jesli zas

kogos$ interesuje przyklad funkeji o nieusuwalnych nieciaglosciach
w punktach wymiernych, powinien spojrze¢ na koniec artykulu.

W ,,teoretycznej™ czesci artykulu podamy dwa twierdzenia
mowiace co$ o zbiorach niecigglosci funkcji rzeczywistej.
Wryrbznimy najpierw dwie klasy zbioréw: F; i Gs. Powiemy, Ze
zbidr pewnych liczb rzeczywistych jest typu Fg, jesli jest suma
przeliczalnej rodziny zbiorow domknigtych; jest za$§ typu Gas,
jesli jest czescig wspolng przeliczalnej rodziny zbiorow otwartych,
Zbidr jest przeliczalny, gdy jego elementy mozna ustawié w cigg. Zbior liczb
wymiernych jest przeliczalny, a zbidr (wszystkich) liczb rzeczywistych nie.
tatwo zauwazy¢, ze zarowno zbiory otwarte, jak i zbiory
domknigte 53 i Fo, i Gg. Zbior jest typu G wtedy i tylko wtedy,
kiedy jego dopehnienie jest typu F,. Takze przeciwnie: jest typu
F, wtedy i tylko wtedy, gdy uzupelnienie jest typu Gs. Zbior
liczb wymiernych jest typu F; — jest bowiem przeliczalng suma
jednopunktowych zbiorow domknigtych.

Wzorujac sie na poprzednim przykladzie mozna dla dowolnego
zbioru A typu Fs znalez¢ funkcjg, dla ktérej A bedzie zbiorem
punktow nieciaglosci. Okazuje sig, ze wigeej przykladow znalezé
nie mozna.

Twierdzenie Zbior punktow nieciggtosci funkcji rzeczywistej iest
typu Fs.

Oczywiscie, rownowaznym sformutowaniem twierdzenia jest:
zhior punktow ciaglosci funkcji rzeczywistej jest typu Gs.

Dowaéd tego twierdzenia nie jest trudny. Nazwijmy escylaciq
funkcji f w przedziale (a, b) liczbe
w(a, b) = sup {|f(X)—f(¥): x,y €(a, b},
a oscylacjg w punkeie x wielkosc¢
w(x) = inf{w(x—e, x+e):e > 0},

Pokazemy, ze zbior G, = {x:w(x) < 1} jest otwarty. Niech x;
bedzie takim punktem, Zze oscylacja funkgji jest w nim mniejsza
niz ¢. Znaczy to, ze dla pewnego ¢ > 0 mamy

w(xg—€, Xo+ ) < 1.

Niech |x; —xo| < £/2. Wtedy przedzial (x;, —&/2, x; + £(2)

Rys. 2 Nieciaglosci nieusuwalne



jest zawarty w (xp—&, Xo+ €), a wiec w(x; —&/2, x; +&2) <
< w(xp—¢&, xo+€), czyliw(x;) < 1.

Pokazali$my, ze dla dowolnego punktu x, € G; pewne jego
otoczenie jest zawarte w G, — a wigc G, jest istotnie zbiorem
otwartym, Dla zakoriczenia dowodu twierdzenia wystarczy
zauwazy¢, ze

oo
{x:ofx) =0} = m {x:w(x) < 1/n},
: n=1
oraz ze funkcja f jest ciagla w pewnym punkcie wtedy i tylko
wtedy, gdy ma w nim zerowg oscylacjg.

Jesli Czytelnikowi nie udalo sig skonstruowac funkcji ciaglej

tylko w zbiorze liczb wymiernych, to wladnie z powodu
powyzszego twierdzenia (a jezeli udalo sig, to ... pomylit sig).
Wykazemy bowiem, Ze zbior liczb niewymiernych nie jest zbiorem
typu Fs. Zal6zmy, ze s takie zbiory domknigte F,, F3, Fs, F7, ...
{wygodnie nam bedzie numerowac je liczbami nieparzystymi), ze

(=4}
dopelnienie @ do R jest ich suma: RN\Q = U F,,_,. Ustawmy
n=1
liczby wymierne w ciag i okre$lmy F,, jako zbiory jednopunktowe
zlozone z poszczegblnych liczb wymiernych. Mamy zatem

o0
R L,

n=1

Poniewaz ani zbior liczb wymiernych, ani liczb niewymiernych
nie zawieraja zadnego przedziatu, wiec dla dowolnego przedziatu
{«. b) i dowolnego naturalnego n mamy (a, b)>F, # 9.

L.

Utworzmy teraz ciag przedzialow domknietych <a,, b,> 0
nastepujacych wlasnosciach

(an+1.b~+|>': <an;bn>: an(ﬂ'n,bn.‘) =0,

Okres§limy go rekurencyjnie. Przyjmiemy a, = 0, by = 1. Zbior
(@n, ba)F, +1 jest niepusty i otwarty, a wigc zawiera pewien
niepusty przedzial <{a@,;, bas1>. Z twierdzenia o zbieznosci
ciagbw monotonicznych wynika, ze a, — a i ze dla kazdego n

“jest a € {ay, by>. Czyli (przy dowolnym n) a ¢ F,, mimo e suma

zbiorow F, dawala cale R; sprzecznosé.

Odpowiedz na tytutowe pytanie jest nieco inna, gdy ograniczymy
si¢ tylko do klasy funkcji monotonicznych.

Zbiorem punktéw nieciqglosci funkcji monotonicznej moze byé
dowolny zbidgr przeliczalny (i tylko taki).

Jezeli funkcja f jest np. niemalejaca, to kazdemu punktowi
nieciggloéci @ odpowiada przedziat otwarty (sup {f(x):x < a},
inf {f(x):x > a}), przy czym réznym punktom odpowiadaja
przedzialy rozlaczne. Takich przedzialow, a zatem i punktow
nieciaglosci moze by¢ tylko przeliczalnie wiele.

Oto przyklad funkcji niemalejacej, ktorej zbiorem punktow
nieciaglodci jest zbior przeliczalny 4 = {a,, a2, a3, ...}
fix) = Z ="
{n:a, <x}

(umawiamy sig, ze suma po zbiorze pustym jest rowna 0,
a sumujemy po takich n, dla ktorych a, < x).

Rozwigzanie zadania F 138, temperaturowej zaleznodci preznosci par Tempera-

Nie wnikajac w szezegdly mechanizmu nasyconych dia obu cieczy wyznacza tura Puas(CeHy2) Paas(H20)
tworzenia sig, wzrostu i ruchu pgcherzykow jednoznacznie t¢ wartosé (69,4°C) oraz °Ci- [Tr] [Tr]
pary nalezy stwierdzié, e wrzeme cieczy odpowiadaj wej peraturze cidnieni -

jednorodnej odbywa si¢ w temperaturze, poszczegblaych par (533 Tr — cykloheksan, 10 4748 9.2
przy ktérej preinosé pary nasyconej zawartej 227 Tr — H;0). Z réwnania Clapeyrona 20 77,51 17,53
w pecherzyku preckroczy wartosé cidnienia wynika stosunck mas skladnikow 30 1217 31,82
atmosferycznego. W naszym przypadku 'w ulatniajacych sig oparach (ok. 11- krotnie 40 1847 55,32
pecherzyki powstajq na granicy faz i zawicrajg wigcej weglowodoru niz wody). Z naczynia 50 2718 92,51
pary nasycone obu cieczy. Zgodnie z prawem zniknie szybciej cykloheksan, wrzenie i 60 389,2 1494
Dal preznosé iny jest rowna i rozpocznie si¢ ponownie, gdy temperatura 65 4614 187,5
sumie preinosci obu par i zalezy jedynie wzroénie do 100°C. 70 5438 2337
od temperatury. W momencie, gdy rozpoczyna Przytoczona obok tabela preznoéci par 75 6374 289,1
sie wrzenie, musi byé ona réwna ci$nieniu nasyconych p li Czytelnikowi sprawdzic, 80 | 7432 3551

atmosferycznemu. Wynika stad, Zze temperatura
wrzenia jest nizsza nit 80,7°C. Znajomod

=

Rozwigzanie zadania M 338, g i
Dzielgc m-kat 4, ... 4, odcinkami 4A,, ..., 44, na trojkaty zauwaiymy, e

jego pole § rowna sie % (h; + ... +h,), gdzic a jest dlugoscig boku wiclokata,
a h jest wysokodcig trojkata AA A, ; poprowadzong z A (czyli odleglodcig 4

prawdziwe.

25
od prostej A; A 1) Widaé stad, 2e by + ... +hy = — nie zalezy

od polozenia 4.

czy podane wyizej wartodci liczbowe sa

80

Rozwiszanie zadania M 337.

Liczby » i #? 53 oczywiicie zawsze podobne. Jeieli teraz n+1 = 2% (k = 2), to
n—1in?—1 = 2% (n— 1) sa réwnicz podobne, poniewaz n— | |n*— | oraz

2jn— 1. Otr i wigc niesk y cigg par liczb bardzo podobnych
postaci 2% —2 j 2%(2%—2) (k = 2,3, ...). Bardzo podobne sa te# liczby 75 i 1215.
Nie wiadomo dotychczas, czy sa inne pary liczb bardzo podobnych.

Znajdz twierdzenie

Na rysunku obok widzimy trojkat z okregiem wpisanym

i jednym z okregdw dopisanych. ,,Widzimy™ takze, ze

proste DH i KF sg rownolegle,

promien ,,malego” okregu jest dwa razy mniejszy od promienia
duzego,

AD = DK = AH = HE,

BD = CE = CM = LB,

BG = CF.

1 oto pytanie: ktora z powyzszych wlasnosci przystuguje tylko
takiemu trojkatowi, jak tu narysowany (no i tréjkatom do niego
podobnym), a ktéra dowolnym trojkatom?



