
x<O

x~OO(x) = {~

otrzymujac "funkcje" zwana dzis delta Diraca. Wykonywal na niej rózne
operacje, m.in. rózniczkujac ja. Nie mialo to sensu (tak samo, jak bezpodstawne
byly operacje, jakie Newton wykonywal na wielkosciach nieskonczenie malych) -
z wyjatkiem takiego, ze matematycznie wyprowadzone prawa mechaniki
kwantowej zgadzaly sie ze znanymi juz danymi doswiadczalnymi.

Z poczatkami analizy matematycznej tez tak bylo, choc Berkeley, glówny
oponent Newtona napisal" Wyniki rachunków na wielkosciach nieskonczenie
malych dlatego zgadzaja sie z doswiadczeniem, ze horrendalne bledy, jakie
popelnia sie w trakcie obliczen, znosza sie nawzajem". Nalezalo tylko zadbac
o logiczna poprawnosc podstaw teorii.

Jak poprawnie zdefiniowac delte Diraca? Trzeba spojrzec na nia nie jak na
funkcje, a jak na dystrybucje. Szczególy w arty.kule.

W koncu lat dwudziestych tego wieku Dirac tworzac matematyczne podstawy
mechaniki kwantowej rózniczkowal funkcje

gdy x jest liczba nie wymierna{l/q,
\l'(x) =

O,

Dowód, ze funkcja Riemanna

gdy x = p/q i ulamek p/q jest

nieskracalny ,

jest ciagla w kazdym punkcie niewymiernym,
a nieciagla w wymiernym. Wezmy bowiem
dowolna liczbe c> O i niech a bedzie
dowolnym punktem osi liczbowej. Wybierzmy
m wieksze niz l/e. W sumie przedzialów
otwartych (a - 2, a)u(a, a + 2) jest skonczona

liczba takich punktów wymiernych p/q, ze
q ~ m (nie wiecej niz 4m2). Niech 6 bedzie

odlegloscia a od najblizszego takiego punktu.

Z okreslenia funkcji", wynika, ze dla kazdego

x E (a- 6, a)u(a, U+ 6) mamy 1",(x)1 < c

(jesli x f Q, to ",(x) = O; a jesli x E Q
i x = p/q, to q .; m). Wynika stad, ze funkcja

V'jest ciagla w kazdym punkcie niewymiernym
i nieciagla w wymiernym. Nieciaglosc jest
usuwalna - mozna w punkcie wymiernym
zmienic wartosc funkcji zl/q na O.

Dr Henryk KOLAKOWSKI

Czym sa dystrybucje

o nalezy do E, ale nie ma pochodnej w punkciex = O.
Zajmiemy sie tutaj rozszerzeniem. zbioruE do pewnego nowego
zbioru D', w którym daloby sie sensownie okreslic operacje
rózniczkowania. Uzyskamy w ten sposób mozliwosc
rózniczkowania dowolnego elementu ze zbioruE.

Niech f bedzie odwzorowaniem zbioru funkcji próbnych w liczby

rzeczywiste, tzn.f: D -+ R. Symbolem (I, lp) oznaczamy wartosc
odwzorowania f na elemencielp, czyli liczbe f(lp). Przechodzimy
teraz do zdefiniowania zbioruD' ..

Powiemy, ze odwzorowanief: D -+ R jest dystrybucja (nalezy
do D'), jezeli

l) dla dowolnych lp" lp, E D; CXI, CX2 ER

(I, CX,lpl +CX2lp2) = CXI(l,lpl)+OC2U, rp2),

2) dla dowolnego ciagu(rp.) zbieznego wD do funkcji lp

lim (I, lp.) = (I, lp),
n_OC!

tzn.

l) f jest odwzorowaniem liniowym,
2) f jest odwzorowaniem ciaglym.

Podobnie okresla sie zbiórE' odwzorowan zbioru COC! w zbiór R.
f: COC! -+ R jest elementemE', jesli
l) f jest odwzorowaniem liniowym,
2) f jest odwzorowaniem ciaglym, tzn. jesli ciag(lp.) zbiega
w COC! do lp, to Iim (I, lp.) = (I,lp).

n_OC!

dla x;;. O

dlax<O8(x) = {~

Oznaczmy przezE zbiór funkcji calkowalnych na kazdym
skonczonym przedziale(a, b). Do zbioru E naleza w szczególnosci
wszystkie funkcje ciagle, okreslone na prostej rzeczywistej R.
Oczywiscie z faktu, zef E E nie wynika ciaglosc, a tym bardziej
rózniczkowalnosc f Przykladem moze byc funkcja 8 przyjmujaca
w punkcie x wartosc

Zapoznajmy sie wpierw z kilkoma pojeciami. SymbolemCOC!

oznaczamy zbiór funkcji majacych pochodne dowolnego rzedu.

Przyklady

1) Niech fE E,lp E D. Wzór

dla xe(-a,a)

dla x rl (-a, a).

Powiemy, ze funkcja rpjestfunkcja próbna lub krótko rpE D,
jezeli rpE COC! i istnieje taka liczbar > O, ze lp(x) = Odla
x rl ( - r, r). Przyklad funkcji próbnej lp (a jest liczba dodatnia):

I a'

- a2_x2

lp(x) = ~

Powiemy, ze ciag funkcji próbnych(lp.) jest zbiezny w D do
funkcji lp E D, jezeli
I) istnieje taka liczbar > O, ze dla kazdegon

lp.(x) = O dla x rl (-r, r),

2) dla kazdegok ciag (lp~O» jest jednostajnie zbiezny dolp(O)

(f(O) oznacza pochodna rzeduk funkcji/).

Powiemy, ze ciag(lp.) elementów zbioru COC! jest zbiezny w COC!

do funkcji lp E C OC!, jesli dla kazdegok ciag (lp~O»)jest jednostajnie
zbiezny do lp(O) w dowolnym przedziale <a, b).

00

(I, lp) = ~ f(x)lp(x)dx
-00

okresla dystrybucje (oznaczamy ja nadal symbolem/), a wiec
f E D'. Tak wiec kazda funkcjef E E mozemy traktowac jako
element D', W szczególnosci funkcja 8 tez jest dystrybucja zwana
dystrybucja Heaviside'a.

2) Tzw. delta Diraca (6) je,t dystrybucja okreslona wzorem

(6, lp) = lp(O)

(o jest równiez elementem zbioruE', w szczególnosci (o, 1) = I).
Okazuje sie, ze nie istnieje taka funkcjafE E, ze (o, lp) = (I,lp)

dla kazdej funkcji próbnej lp. A wiec zbiór D' zawiera E jako
podzbiór wlasciwy.

Zalózmy, zefi i jej pochodna f; naleza doE, a lp jest funkcja
próbna. Korzystajac ze wzoru na calkowanie przez czesci mozemy
napisac

Mówimy, ze ciag funkcjif.:R - R zbiega jednostajnie do funkcjif:R _ R,

gdy 1\ V 1\ 1\ If.+o(x)-f(x)1 < c.
• >0 neN keN xeR

00

~ f;(x)lp(x)dx =
-00 -OC!

fi (x) lp'(x) dx.

t5



Funkcja g jako funkcja gestosci powinna spelniac warunek

Wzór ten jest punktem wyjscia do zdefiniowania pochodnej
dystrybucyjnej dowolnej dystrybucjif
Pochodnadystrybucji jnazywamy taka dystrybucjeg, ze dla
dowolnej funkcji próbnej mamy

Przyjmijmy na poczatek, ze

{+<Xl
g(x) = lim g.(x) =

.~o O

dla x = O

dla x # O.

(g, rp) = - (j, rp').

Zamiast g piszemy dalej po prostuj'.

Znajdzmy pochodna dystrybucji Heaviside'a(J. Zgodnie
z definicja

00

~ g(x)dx = l.
-00

00

Tymczasem \ g(x)dx = O. A wiec nie tedy droga.
-00

00

({)', rp) = - ~ rp'(x)dx = rp(O) ,,;, (<5, rp).
o

Zatem w sensie dystrybucyjnym(J' = <5.

Na zakonczenie wskazemy na pewne zastosowania pojecia
dystrybucji. Zastanówmy sie, jak okreslic funkcje gestoscig

zwiazana z punktem materialnym o masie l. Powiedzmy, ze
punkt ten pokrywa sie z punktem,x "'"O na osi liczbowej R.
Rozmiescimy mase l równomiernie wzdluz odcinka (-E, E).

W rezultacie otrzymamy nastepujaca funkcje gestosci

g.(x) = {lE

spelniajaca warunek
00

dlaxE(-E,E)

dla x rf, ( - E, E)

Powiemy, ze ciag dystrybucji er.) jestzbiezny slabodOjE D',

jesli dla kazdej funkcji próbnejrp

lim (J", rp) = (f, rp).
n~oo

Obliczmy teraz slaba granice funkcjig. (traktowanych jako
elementy D'). Granica ta istnieje i jest równa delcie Dirac'i.
Istotnie

00

lim ~ g.(x)rp(x)dx = lim ~ _1_ rp(x)dx = rp(O) = (<5,rp).
t-O -00 e-+O -e 2e

W celu otrzymania pelnej gestosci nalezy wiec obliczyc wartosc
delty Diraca na funkcji równej tozsamosciowo jednosci. Tak wiec
wspomniana wyzej funkcja gestoscig nie jest juz zwykla funkcja,
lecz dystrybucja.

g.(x)dx = l.
-00

!=44
Liga zadaniowa Wydzialu Matematyki, Informatyki i Mechaniki
Uniwersytetu Warszawskiego i Redakcji "Delty"

Redaguje dr Marcin E. KUCZMA

Skrót regulaminu
Czolówka ligi zadaniowej "Klub 44"

po uwzglednieniu ocen rozwiazan
zadan z numeru 1/1983

Marek Galeoki - Milanówek 50,41pkt

Zbigniew Bartold - Gdynia 48,83pkt
Dariusz Sowizdrzal - Szczecin 44,51pkt
Krzysztof Trautman - Warszawa 40,5Opkt
Artur Smolczyk - Tarnów Op. 34,95pkt
,Jerzy Janowicz - Boleslawiec34,04pkt
Mari usZ Fis zer - Duszniki Z. 31, 80pkt
Tomasz Bieganski - Lublin 28,68pkt

i zadan z numeru 2/1983

Krzysztof Trautman - Warszawa 48,41pkt
Jerzy Janowicz - Bcleslawiec39,92pkt
Mariusz Fiszer - Duszniki Z.36,72pkt
Artur Smolczyk - Tarnów Op. 34,95pkt
Jaoek Uryga - Bytom 34,53pkt
Tomasz Bieganski - Lublin 28, 68pkt
Marian Roman - Elk 27,32pkt

Wspólczynniki trudnosci zadan:
43 44 45 46 47 48

2,90 2,21 2,88 3,39 2,36 2,84

Kolejnymi uczestnikami ligi, którzy
wesui do Klubu 44, sa panowie:
M.Galecki, Z.Bartold, D.Sowizdrzal,

K.Trautman.

Reprezentuja - jak widac - Wybrzeze
oraz Warszawe z okolica.

Klub 44

Kazdy moze nadsylac rozwiazania zadan z numeru nw terminie do konca miesiacan + 2. Szkice rozwiazan
zamieszczamyw nr n +4. Mozna nadsylac rozwiazania trzech, dwóch lub jednego zadania (kazde na oddzielnej
kartce). mozna to robic co miesiac lub z dowolnymi przerwami. Oceniamy zadania w skali od Odo l z dokladnoscia
do 0,1. Ocene mnozymy przez

'4 _ 3 . suma ocen za rozwiazania danego zadania
liczba osób, które nadeslaly choc. jedno rozwiazanie z numeru

i tyle punktów otrzymuje nadsylajacy. Po zgromadzeniu 44 punktów (w dowolnym cz;"ie) zostaje on czlonkiem Klubu,
a nadwyzka punktów jest zaliczana do ponownego udzialu. Trzykrotne czlonkostwo - to tytul Weterana.
Lige organizuje Wydzial Matematyki, Informatyki i Mechaniki Uniwersytetu Warszawskiego, oraz nasza Redakcja.
Szczególowy regulamin zostal wydrukowany w nr 9/1981.

Zadania nr 58, 59, 60

Termin nadsy!ania rozwiazan: 31 X 1983

58. Jak wiadomo, wartosc funkcji wykladniczej eXjest dla kazdegox równa sumie szeregu

00 x"

L: -. Który wyraz tego szeregu jest (przy ustalonymx > O) najwiekszy?
n=O n!

59. Jakim trójkatom ABC przysluguje wlasnosc nastepujaca: dla kazdego punktuP lezacego
wewnatrz trójkata ABC mozna z odcinków AP, BP, CP zbudowac trójkat?

60. Liczbe 24 mozna na dwa sposoby zapisac w postaci sumy czterech swoich róznych
dzielników: 24 = 1+3+ 8+ 12= 2+4+6+ 12. Jaka jest maksymalna liczba sposobów, na
które liczba naturalna moze byc przedstawiona jako suma czterech swoich róznych dzielników?
Wskazac najmniejsza liczbe naturalna realizujaca to maksimum.
Zadanie 59 przyslal nasz Czytelnik, pan Piotr Chrzastowski z Warszawy.

tS


