Dowdd, 2e funkeja Riemanna

1/g, gdy x = plgiulamek p/g jest
wix) = nieskracalny,

0. gdy x jest liczbg niewymierng
jest ciggla w kazdym punkcie niewymiernym,
a nieciggla w wymiernym. Wezmy bowiem
dowalng liczbg € > 0 i niech a bedzie
dowolnym punktem osi liczbowej. Wybierzmy
m wigksze niz 1/, W sumie przedzialow
otwartych (a—2, a)u(a, a+ 2) jest skonczona
liczba takich punktéw wymiernych plg, ze
g = m (nie wiecej niz 4m?). Niech 6 bedzie
odlegloécig a od najblizszego takiego punktu,
Z okreslenia funkcji v wynika, ze dla kazdego
x € (a—9, ayula, a+ 0) mamy |p(x)| < e
(esli x ¢ Q, to p(x) = 0; ajesli xe @
ix = plg to g < m). Wynika stad, ze funkcja
w jest ciagla w kazdym punkcie niewymiernym
i nieciggla w wymiernym. Niecigglosé jest
usuwalna — moina w punkcie wymiernym
rmieni¢ wartoéé funkcji z L/g na 0,

W koricu lat dwudziestych tego wieku Dirac tworzgc matematyczne podstawy
mechaniki kwantowej rézniczkowat funkcje
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I %20

f(x) = {

otrzymujac ,,funkcje” zwana dzi$ delta Diraca. Wykonywal na niej rozne
operacje, m.in. rézniczkujac jag. Nie mialo to sensu (tak samo, jak bezpodstawne
byly operacje, jakie Newton wykonywal na wielkosciach nieskoriczenie matych) —
z wyjatkiem takiego, ze matematycznie wyprowadzone prawa mechaniki
kwantowej zgadzaly si¢ ze znanymi juz danymi doswiadczalnymi.

Z poczatkami analizy matematycznej tez tak bylo, cho¢ Berkeley, gtéwny
oponent Newtona napisal ,,Wyniki rachunkéw na wielkosciach nieskoriczenie
malych dlatego zgadzaja si¢ z doSwiadczeniem, Ze horrendalne bledy, jakie
popelnia si¢ w trakcie obliczen, znosza si¢ nawzajem”. Nalezalo tylko zadba¢
o logiczng poprawno$¢ podstaw teorii.

Jak poprawnie zdefiniowa¢ delte Diraca? Trzeba spojrzec¢ na nig nie jak na

funkcje, a jak na dystrybucje. Szczegdly w artykule,

/ Czym s3 dystrybucje
/%z Dr Henryk KOEAKOWSKI

Oznaczmy przez E zbiér funkcji catkowalnych na kazdym
skonczonym przedziale (a, b). Do zbioru E nalezg w szczegdlnosci
wszystkie funkcje ciggle, okreslone na prostej rzeczywistej R.
Oczywiscie z faktu, ze f € E nie wynika ciaglos¢, a tym bardziej
rozniczkowalnos¢ f. Przykladem moze by¢ funkcja 6 przyjmujaca
w punkcie x wartos¢

1 daxz=0

0(x) =
@) {o dia x<0

i nalezy do E, ale nie ma pochodnej w punkcie x = 0.
Zajmiemy sig tutaj rozszerzeniem zbioru E do pewnego nowego
zbioru D', w ktérym daloby sie sensownie okresli¢ operacje
rozniczkowania. Uzyskamy w ten sposob mozliwoéé
rozniczkowania dowolnego elementu ze zbioru E.

Zapoznajmy si¢ wpierw z kilkoma pojgciami. Symbolem C=
oznaczamy zbior funkcji majacych pochodne dowolnego rzedu.

Powiemy, ze funkcja ¢ jest funkcja prébng lub krotko ¢ € D,
jezeli ¢ € C= i istnieje taka iiczba r > 0, ze p(x) = 0 dla
x ¢ (—r, r). Przykiad funkcji prébnej ¢ (a jest liczba dodatnig):
8
g = ¢ 77 daxe(-a,a)
0 dla x ¢ (—a,a).

Powiemy, ze ciag funkcji probnych (g,) jest zbiezny w D do
funkcji g € D, jezeli
1) istnieje taka liczba r > 0, ze dla kazdego n

gu(x) =0 dla x¢(—r,r),
2) dia kazdego k ciag (p¢*) jest jednostajnie zbiezny do p'*!
(/™ oznacza pochodna rzedu k funkgji £).

Powiemy, Ze ciag (@,) elementéw zbioru C= jest zbieiny w C*
do funkcji @ € C=, jesli dla kazdego k ciag (pt*) jest jednostajnie
zbiezny do ¢’ w dowolnym przedziale <a, b).

Mowimy, 2e cigg funkeji £,:R — R zbiega jednostajnie do funkeji 1R — R,
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Niech f bgdzie odwzorowaniem zbioru funkcji prébnych w liczby
rzeczywiste, tzn. f:D — R, Symbolem (f, p) oznaczamy wartos¢
odwzorowania f na elemencie @, czyli liczbe f(@). Przechodzimy
teraz do zdefiniowania zbioru D', )
Powiemy, ze odwzorowanie f:D — R jest dystrybucjq (nalezy
do D), jezeli
1) dla dowolnych @, @, € D; o, ,2; € R

(f, 1y +e2@2) = o (f, @) +ea(f, @2),

2) dla dowolnego ciagu (g.) zbieznego w D do funkcji ¢
lim (f, ) = (f, @),
M= 00

tzn.
1) fjest odwzorowaniem liniowym,
2) f jest odwzorowaniem cigglym.

Podobnie okres$la si¢ zbiér E’ odwzorowan zbioru C* w zbiér R.
S: C® — R jest elementem E’, jesli

1) fjest odwzorowaniem liniowym,

2) f jest odwzorowaniem cigglym, tzn. jesli ciag (y,) zbiega

w C= doy, to lim (f, w,) = (f, y).

M=o

Przyklady
1) Niech fe E, g e D. Wzor

fip) = § fOp(x)dx

okresla dystrybucje (oznaczamy ja nadal symbolem f), a wige
Se D', Tak wigc kazdg funkcje f € E mozemy traktowaé jako
element D’. W szczegolnodci funkcja  tez jest dystrybucjg zwana
dystrybucja Heaviside'a.

2) Tzw. delta Diraca (&) jest dystrybucja okreslong wzorem
(4, @) = @(0)

(6 jest rowniez elementem zbioru E’, w szczegblnoéei (4, 1) = 1).
Okazuje sig, ze nie istnieje taka funkcja f€ E, ze (6, ¢) = (f, ¢)
dla kazdej funkcji probnej @. A wigc zbior D’ zawiera E jako
podzbior wiasciwy.

Zalozmy, ze f, i jej pochodna fy naleza do E, a ¢ jest funkcja
probng. Korzystajgc ze wzoru na calkowanie przez cz¢sci mozemy
napisa¢

§ fimedx = — | fi0g'(dx.

- -0



Wzér ten jest punktem wyjscia do zdefiniowania pochodnej Przyimijmy na poczatek, ze

dystrybucyjnej dowolnej dystrybucii /.

Pochodng dystrybucji f nazywamy taka dystrybucje g, ze dla

dowolnej funkcji probnej mamy

+o0 diax=0

= i A =
#0)= i) {0 a5 # 0.

Funkcja g jako funkcja ggstosci powinna spelniaé¢ warunek

(g.9) = —(f, ). =
Zamiast g piszemy dalej po prostu f”. _&m glx)dx = 1.
Znajdzmy pochodng dystrybucji Heaviside’a fi. Zgodnie o
z definicja Tymczasem § g(x)dx = 0. A wigc nie tedy droga.
—®
a
@, 9)= — S ¢'(x)dx = ¢(0) = (6, p). Powiemy, 7e ciag dystrybucji (f,) jest zhiezny slabo do fe D,
0

Zatem w sensie dystrybucyjnym 6’ = 4.

jesli dla kazdej funkcji probnej ¢
= lim (f;, ) = (£, ¢).

Na zakonczenie wskaZemy na pewne zastosowania pojecia 3 ’H.m " :
dystrybucii. Zastanéwmy sie, jak okreslié funkcje gestodci g Obliczmy tcfraz slab‘q gran_:ct; .FL.ml.u?_u e l(traktowa{)ychl jako

: a z punktem materialnym o masie 1. Powiedzmy, 22 elemer.lty D’). Granica ta istnieje i jest rowna delcie Diraca.
punkt ten pokrywa si¢ z punktem.x = 0 na osi liczbowej R. Istotnie
Rozmiescimy masg 1 rownomiernie wzdluz odcinka (—¢, ). = ¢
W rezultacie otrzymamy nastepujaca funkcje gestosci lirr:' S ge(x)p(x)dx = lin; S BT g(x)dx = ¢(0) = (4, ).

=Y —w 2=l ¢
. IZ dla xe(—e, ) W celu f)trzymania pelnej gqstczéci nalezy wiec obliczy¢ warto$é
0 dla x ¢(—¢, &) delty Diraca na funkcji réwnej tozsamasciowo jednosci. Tak wiec

spelniajaca warunek

wspomniana wyzej funkcja gestosci g nie jest juz zwyklg funkcja,
lecz dystrybucja.

o
§ ge(dx=1.
-
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Ozotdwka 1igi zadaniowe] "Elub 447

po uwzglgdnieniu ocen roswigsard
zadari z numeru 1/1983

Marek Galecki - Milanéwek S50,41pkt
Zbigniew Bartold - Gdynia 48,83pkt
Dariussz Sowlizdrza® - Sgezecin  44,51pkt
Erzysztof Trautman - Warszawa  40,50pkt
Artur Smolesyk = Tarndw Op. 34,95pkt
Jerzy Janowics - Bolestawiec34,04pkt
Mariuss Flszer - Dussniki Z.31,80pkt
Tomass Blegarski = Lublin 28,68pkt

i gadad # numeru 2/1983
Erzysztof Trautman - Warszawa  48,41pkt

Jergy Janowice - Bolestawiec39,92pkt
Mariusz Fiszer - Duszniki Z,36,72pkt
Artur Smolczyk - Tarnéw Op. 34,95pkt
Jacek Uryga = Bytom 34,535pkt

Tomasz Biegaiski - Lublin 28,68pkt
Marian Roman - Bk 27,32pkt

Wspétezynniki trudnodci madari:

43 44 45 46 47 48
2,90 2,21 2,88 3,39 2,36 2,84
Kolejnymi uczestnikami ligi, ktérszy
weagli do Klubu 44, sa panowle:
M.GaZecki, Z.Bartold, D.Sowlzdrsal,

E.Trautman,

Reprezentujg - Jak widaé - Wybrzege
oraz Warszawe & okolies,

Klub 44

Liga zadaniowa Wydzialu Matematyki, Informatyki i Mechaniki
Uniwersytetu Warszawskiego i Redakcji ,,Delty”

Redaguje dr Marcin E. KUCZMA

Skrét regulaminu

Kaidy mo#e nadsylaé rozwigzania zadan z numeru n w terminie do korica miesigca n-+ 2. Szkice rozwigzan
zamieszczamy w nr n+ 4. Moina nadsylaé rozwigzania trzech, dwodch lub jednego zadania (kazde na oddzielnej
kartce), mozna to robi¢ co miesiac lub z dowolnymi przerwami. Oceniamy zadania w skali od 0 do 1 z dokladnosdcia
do 0,1. Ocen¢e mnoZymy przez

~4]_3"s_|.1r:uul:nnl:etlxarcu igzania d di
liczba os6b, ktére nadeskaly choé jedno rozwigzanie z numeru

i tyle punktéw otrzymuje nadsylajgcy. Po zgromadzeniu 44 punktéw (w dowolnym czasie) zostaje on czionkiem Klubu,
a nadwyzka punktdw jest zaliczana do ponownego udzialu. Trzykrotne czlonkostwo — to tytul Weterana.

Lige organizuje Wydzial Matematyki, Informatyki i Mechaniki Uniwersytetu Warszawskiego, oraz nasza Redakcja.
Szczegblowy regulamin zostal wydrukowany w nr 9/1981.

Zadania nr 58, 59, 60
Termin nadsylania rozwigzan: 31 X 1983

58. Jak wiadomo, warto$é funkcji wykladniczej e* jest dla kazdego x rowna sumie szeregu

oo L]

z —=e Ktoéry wyraz tego szeregu jest (przy ustalonym x > 0) najwiekszy?
n=0 nl

59. Jakim tréjkatom ABC przystuguje wlasnosc nastepujaca: dla kazdego punktu P lezacego
wewnatrz trojkata ABC mozna z odcinkow AP, BP, CP zbudowac trojkat?

60. Liczbe 24 moina na dwa sposoby zapisa¢ w postaci sumy czterech swoich réznych
dzielnikdw: 24 = 1+34+8+12 = 2+4+ 6+ 12, Jaka jest maksymalna liczba sposobow, na
ktore liczba naturalna moze by¢ przedstawiona jako suma czterech swoich réznych dzielnikow?
Wskazaé najmniejsza liczbe naturalng realizujgca to maksimum.

Zadanie 59 przysial nasz Czytelnik, pan Piotr Chrzastowski z Warszawy.
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