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O polu prostokata

Prof. dr Marek KUCZMA

Pole prostokata o bokach a i b wyraza si¢ wzorem: P = a- b. Dlaczego? Czy wz6r ten zostal nam
narzucony przez autorow podrecznikow i zalezy wylaeznie od ich wyboru? Czy tez moze jest on
koniecznoécia i nie ma innej mozliwoéci; innymi slowy moze mozna go udowodnié?

Aby moc na te pytania odpowiedzie¢, musimy wpierw dobrze zda¢ sobie sprawg z tego, czym
wiasciwie jest pole prostokata. Mozemy powiedziec, Ze jest to miara wielkosci prostokata.
Zauwazmy jednak, ze zdanie to nie jest bynajmniej definicja, gdyz zastepuje tylko jedno
niesprecyzowane pojecie (pole) przez inne (miara wielkosci). Niemniej pozwala ono odwolaé sie
do intuicji geometrycznej, Jakiez zatem wlasnodei powinna mie¢ taka miara wielkosci prostokata?
Intuicja geometryczna sugeruje nam, Zze powinna ona speinia¢ nastgpujace trzy warunki:

A. Kazdy prostokat ma jednoznacznie okreslone pole, ktore wyraza sie liczba rzeczywista
nieujemna.

B. Przystajace prostokaty maja rowne pola.

C. Jezeli prostokat podzielimy na dwie czgici odcinkiem réwnoleglym do ktoregokolwiek z bokow,
to suma pol powstatych w ten sposob prostokatow jest rowna polu wyjsciowego prostokata.

Zanim posuniemy sig dalej w naszych rozwazaniach, trzeba jasno stwierdzi¢, ze powyisze
postulaty, aczkolwiek dyktowane intuicja geometryczna, nie sa bynajmniej konieczne i w znacznym
stopniu przyjgcie ich zalezy od naszej woli.

Zgadzamy sig, ze miara powinna by¢ liczba nieujemna, ale sq przeciez wielkosci (np. temperatura,
czas), ktorych miarg wyrazamy w liczbach wzglednych. ;
Dwa przystajace prostokatne poletka gruntu mogg mie¢ rozna cene (a cene wszak tez mozemy
uwaza¢ za pewnq miarg) w zaleznosei od polozenia, gleby itp.

Wreszcie np. dwie pigciodekowe paczki kawy kosztuja wigcej niz jedna paczka dziesicciodekowa.
Tak wigc w pewnych okolicznosciach miara nie musi spelnia¢ zadnego ze sformulowanych
powyzej postulatow A, B, C. W przypadku pola prostokata wydaja si¢ nam one rozsadne i zgodne
z nasza intuicja, zatem jesteémy gotowi przyjaé je bez zastrzezen. Zalezy to jednakze od naszej
woli, od naszego wyboru.

Zgodzmy sig zalem, Ze przyjmujemy postulaty A, B, C i postarajmy sie teraz przetlumaczyé je na
Jjezyk matematyczny. Poniewaz prostokaty o bokach odpowiednio réwnych sa przystajace, wiec

z postulatow A i B wynika, ze pole prostokata zalezy wylacznie od jego bokow (czy tez,
dokladniej, od diugosci jego bokéw). Scislej mowiac, pole to jest funkeia: P = P(a, b), okreélona
w pierwszej ¢wiartce ukladu wspolrzednych i przyjmujaca wartosci w zbiorze €0, +00):

(1) P:<0, +00) %<0, +00) =<0, +w).

Najistotniejsze informacje zawiera jednak postulat C. Dokonujac opisanych podzialow (patrz
rysunek) widzimy, Ze funkcja P musi spelnia¢ nastepujace dwe_zwigzki:

(2) Pla,+a;, b) = P(a, b)+ P(ay, b),

(3) P(ﬂ, bl +bz) - P{ﬂ, b1)+P{G, bz).

Zwiazki (2) i (3) musza by< prawdziwe dla wszystkich nieujemnych a, b, a,, a3, by, b,; sa zatem
tozsamosciami. Nasze zadanie mozna wiec sformulowaé nastepujaco:

znalez¢ funkcje (1), dla ktorej zwigzki (2) i (3) sa spelnione tozsamosciowo wzgledem wszystkich
wystepujacych tam zmiennych.

Tego typu zadania, w ktorych problem polega na wyznaczeniu niewiadomej funkcji na podstawie
zadanej tozsamosci, ktorg funkcja ta ma spelniaé, nosza nazwe rdwnan funkeyjnyeh.

Zwiazki (2) i (3) sa wlasnie przykladami rownan funkeyjnych.
Zostawmy na chwilg problem wzoru na pole prostokata i zajmijmy si¢ réwnaniami funkcyjnymi. Jednym

z najwazniejszych réwnad funkeyjnych jest rd ie Cauchy'ego

) fx+y) = A+,

Postarajmy si¢ wyznaczyé funkeje f: €0, + ) — <0, + ©) (1i. funkej¢ o wartoéciach nieujemnych, okreslona dla
nieujemnych wartosci zmiennej niezaleznej) spelniajaca zwiazek (4) dla wszystkich nieuj ych x, y. W szczegdlnosci (4)

ma zachodzié¢ dla x = y = 0.
Zastgpujac w (4) x i y przez zero otrzymamy f(0) = 2/(0), skad wynika, ze

(3 S0) = 0.
Przez indukcje latwo udowodnié, ze
(6) Snx) = nf(x)

dla wszelkich x nieujemnych i wszelkich n calkowitych nieujemnych. Istotnie, dla 7 = 0 prawdziwosé zwiazku (6)
wynika z (5), Zakladajac, Z¢ zachodzi dla pewnego calkowitego n = k = 0 i dla wszelkich x > 0, mamy dla n = k+1
i dowolnego x = 0:

S(k+1)x) = flae+kx) = flx)+flkx) = fix)+kfix) = (k+ DS,
gdzie po drodze wykorzystaliimy wiasnodé (4) dla y = kx. Tak wiec zwiazek (6) zostal udowodniony.
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Rozwigzaniec zadania F 77

Cisniznie w powictrzu oraz w ciecry na jej

poziomej powierzchni jest rowne cidnieniu
atmosferyeznemu p. W zwigzku z tym
cifnienie wywierane na zanurzoni czesc plyty

[riez ciecz Iworzy

od ciéni nosfe 0, 208

rycy menisk wypukly musi

3 £ od cifnienia atmosferycznego.
Dzigki zjnwisku wloskowatosci nie ma
rownowagi cisnien dzialajacych na zewnetrzne
| wewngtrzne plaszezyzny plyt, Widaé 1o latwe
na rysunku, ktdrego analiza przekonuje, e
plyty w przypadku (a) i (b} przycingajy sig,
podczas gdy w przypadku (e) odpychaja.
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Pokazemy z kolei, Zs zwigzek (6) p je réwniez stuszny dla n wymiernych nieujemnych, Wezmy dowolne liczby
catkowite p = 0, ¢ > 0 oraz dowolna liczbg rzeczywista x = 0. Mamy na podstawie (6):

PA) = fiox) = £ (a2 x) = gf(-gl x) skad f(% )= 2 fis.

Innymi stowy, funkcja f spelnia zwigzek
(¢)] frx) = fix)
" dla wszystkich nieujemnych x rzeczywistych i r wymiernych. Kladac w (7) w szczegélnosei x = 1 i oznaczajac f(1) = e
otrzymujemy
(8 fr) = cr
dla wszystkich nieujemnych r wymiernych.

Udowodnimy teraz, Ze zwiazek (8) zachodzi nie tylko dla r wymizrnych, ale dla dowolnych r rzeczywistych nieujemnych.
W tym celu utworzmy nowa (unkcje

@ 2(x) = f(x)—cx,
gdzie, jak wyzej, ¢ = f(1).
Uwzgledniajac fakt, ze funkcja fspzinia réwnanie (4) w szezegdlnosci dla y = 1, otrzymamy
glx+1) = flx+1)—e(x+1) = Ax)+AD —cx—e = flx)—cx = g(x),
gdyz f{1) = e.
Oznacza to, Ze funkeja g jest okresowa, o okresie I, czyli g(x+ 1) = g{x). Poniewaz wartoéci funkeji f 54 nieujemne,
awartosc wyrazznia cx dla x € {0, 1 nie przekracza ¢, wiec z (9) widzimy, #s funkcja g spzl warunek
(m g(x)= —c dla xe<0,1).

Z okresowosci zas wynika, Ze nieréwnosé (10) jest stuszna dla wszystkich x = 0, Wezmy teraz dowolne x & €0, 13. Na
podstawie wzoru (9) oraz rownania (4), gdzie przyimujemy y = 1—x, mamy

gl)+g(l—x) = i) —cx+fl—x)—c(l—2) = Al)—c =0, tj.
(11 glx)+eg(l—x) = 0.

Cheemy pokazad, 22 funkeja g jest id2ntycznie réwna zeru. Gdyby w jakimé punkcie x & {0, 1> wartoié funkeji g byla
rézna od zera, to jak wynika zz zwigzku (11) doktadnie jedna z wartosci g(x) i g(1—x) bylaby ujemna. Niech x, bedzie
takim punktem przedziatu {0, 1}, ze g(x,) <X 0. Na podstawie (6) mamy dla dowolnych » naturalnych

glnxg) = flnxo)— cnxo = nf(xo) = nexe = n[fxe) = exg] = nglxg).
Zatem dla dostatecznie duZego # naturalnego bedziemy mieli g{nxg) < —e¢, co jest sprzeczne z (10). Funkeja £ musi
wige by¢ tosamoiciowo réwaa zeru, w przedziale <0, 1, a wobec okresowosci musi byé ona tozsamosciowo rowna
zeru w calym przedziale {0, + o). Oznacza to (por. (9)), ze
(12) fx) = ex  dla wszystkich xe 0, ).

Tym samym wyznaczylismy funkcje f, a wiec rozwiazaliémy réwnanie (4).

Mozemy obecnie rozwigzaé réwnania (2) i (3). Ustalajac na chwile w (2) zmienna b i piszac fx) = P(x, b) widzimy,

#e funkeja fsp2tnia réwnanie (4). Musi by¢ zatem postaci (12), gdzie wspdlczynnik ¢ moze jednak zalezed od ustalonej
chwilowo wartosci zmiennej b:

(13) Pla, b) = c(b)a.

Jeieli teraz podstawimy wzor (13) do réwnania (3) i przyimiemy, 28 @ = 1, to otrzymamy e(by + b2) = o(by) +clba),
co oznacza, ze funkcja ¢ rowniez spelnia réwnanie (4). (Nie jest istotne czy zmienne niezalezne oznaczymy przez x, y,
czy przez by, b;). Musi byé zatem ¢(b) = cb, gdzie wspélczynnik c jest juz teraz staly. Podstawiajac znaleziona postaé
funkeji ¢ do wzoru (13) otrzymamy s
(14) P(a, b) = cab.

Co robi we wzorzz (14) wspsiczynnik ¢? Jest on zwiazany z jednostka pomiaru pola. Jedli uméwimy sie, ze kwadrat

o boku 1 ma pole jednostkows, to woweczas ¢ = 1. Jesli jednak np. boki prostokata mierzyé bedziemy w metrach, pole
za§ w centymetrach kwadratowych, to ¢ = 10 000. Tak wigc nasze rozumowanie dalo nam na pole prostokata wzor (14),
ogolniejizy, niz klasyczny wzdr P = ab, bo uwzgledniajgcy jed ki pomiaru.

Zarazem otrzymali$my odpowiedz na pytania postawione na poczatku artykulu. O ile przyjmiemy postulaty A, B, C,

to wzdr (14) jest jedynym mozliwym wzorem na pole prostokata. Przyjecie tych postulatéw, aczkolwiek dobrze
umotywowane intuicjy geometryczng, zalezy jednak od naszej woli.

Wrocmy teraz do rownania (4), ale zalozmy tym razem, Ze funkcja niewiadoma f jest typu
fi(—o00, +00) = (=00, +o0). Mozemy wowczas polozyé w (4) ¥y = —x i biorac pod uwage
zwiazek (5) otrzymamy

(15) f(=x) = —f(x),

co oznacza, ze f jest funkcja nieparzysta. Poniewaz przy wyprowadzaniu zwiazku (7) nie
korzystalismy z nieujemnosci ani x, ani f, wigc zwiazek ten jest sluszny i w obecnym przypadku,
a z (15) wynika, Ze (7) zachodzi dla wszystkich x rzeczywistych i r wymiernych. Dalszego
rozumowania, prowadzacego do wzoru (12), nie da sie jednak powtorzyé, gdyz korzystalo ono
w bardzo istotny sposob z zalozenia o nieujemnoéei funkgji f. Jezeli zatozymy dodatkowo, Ze f
jest funkcja ciagla lub monotoniczna, to ze wzoru (8) (waznego teraz dla dowolnych wymiernych
r) wyniknie wzor (12) (wazny dia dowolnych rzeczywistych x). Jesli jednak nie zalozymy o funkeji
nic wigcej ponadto, Ze spelnia ona réwnanie (4), to czy moze mie¢ ona inng posta¢ niz (12)?
Pytanie to nurtowalo matematykow przez wiele lat, a odpowiedz okazata sie zupehie
nieoczekiwana: zalezy ona od tego, jaka matematykg przyjmiemy. Gdyz matematyka jest
systemem dedukcyjnym i zalezy od przyjetego ukladu aksjomatow. Tak, jak mozemy mieé rézne
geometrie (geometria euklidesowa i rozne geometrie niceuklidesowe), tak tez mozemy mieé
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Rozwigzanic zadania M 235
Powickszmy szachownice, dodajac przy jej
dolnym brecgu jeden rzad pol nic

H ych, i rozpatrzmy obszar A zlozany
7e wszvstkich pal, do ktorych moie dotrzed
wieza wychodryc z dodanego rzedu i nie
przechodzac przez pola zamalowane. Teza
naszego zadania jest rOwnowazna temu, e 4
zawiera pewne pole przy géraym brzegu
szachownicy. Preypuscmy, 2= tak nie jest.
Dolgczajge do A wizystkie pola leigce
calkowicie wewngtrz nicge, otrzymamy nowy
obszar B, rownick nie rawicrajacy pl proy
gornym brzegu szachownicy, kidrego brzegiem
jest zramkcnigta lamana. Niech teraz a i b beda
punktami tej famancj lezgcymi odpowiednio
na lewym i prawym boku szachowaicy i
najblizszymi gdraemu j¢j brzegowi (gdyby na
bocznych krawedziach szachownicy takich pél
nie bylo, wicza moglaby przeisc z dolu do
gdry). Lamana ta zawiera droge laczacg ai b
prachiegajyca powyiej dolncgo bresgu
srachownicy i rozdziclajgcq pola zamalowane
od nie zamalowanych. Krél moze przcjsé od
lkewego do prawego brzegu szachownicy po
zamalowanych polach przyleglych do tej
drogi — whrew ralozeniu,

pole zamalowane

obszar_B

" droga kréla

rozne matematyki. Jezeli do ukladu aksjomatow, na ktérych oprzemy nasza matematyke,
wlaczymy tzw. pewnik wyboru, to — jak pokazal w 1905 roku matematyk niemiecki G. Hamel —
rownanie (4) ma rowniez rozwiqzanie nie wyrazajace si¢ wzorem (12). Istnieja jednak matematyki,
w ktorych funkcje (12) sa jedynymi rozwiazaniami réwnania (4). -

Rozwigzania rownania (4), roézne od funkcji (12), sa bardzo nieregularne i majg bardzo osobliwe
wiasnodci. Nie sa one ograniczone ani z gory, ani z dolu na zadnym przedziale, ich wykresy sa
geste na plaszezyznie i nie dadza sie one zapisa¢ efektywnym wzorem.

Oczywiscie istnieje duzo innych rownan funkcyinych, postacia i wlasnosciami nieraz bardzo
roznigeych si¢ od podanego tutaj przykiadu, Niektére typy réwnas funkeyjnych, jak np. réwnania
rozniczkowe czy catkows, wyodrebnily sie dzi§ w osobne dyscypliny matematyczne. Obecnie pod
nazwa ,,réwnania funkcyjne’’ rozumie sie takie rownania funkcyjne, w ktérych nie wystepuja
pochodne ani calki. Nawet po tym ograniczeniu bogactwo i rozmaitosé roznych rodzajow i typow
rownan funkeyjnych sa ogromne. Jesli dodamy ponadto, #e réwnania funkcyjne pojawiaja sie

w niemal wszystkich dziedzinach matematyki, stanie si¢ jasne, Ze stanowia one fascynujacy
przedmiot badan naukowych. Wéréd pionierow tych badan znajduja sie rowniez najwybitniejsi
matematycy polscy, jak Waclaw Sierpiniski czy Stefan Banach. A dzisiaj w badaniach nad
réwnaniami funkcyjnymi matematycy polscy odgrywaja czotowa role na $wiecie.

Rozwigzanic zadania M 236

Zamalujmy na czerwono te pola, dla ktérych /l
Fy(x) < x; dla wszystkich x leigcych we !
wagtrzo lub na brzegu pola, a nz zelono

pola, dia ktérych F,(x) > x, dla wszystkich
punkiéw pola domknigtego. Poniewaz na
lewym brzegu nic moga leieé pola czerwone,
na prawym — pola ziclone i dwa pola réénych
kolordéw nie moga sie dotykaé, krdl nie moze
przejié od lewego brzegu szachownicy do
prawego nie wchodzae na pole nie
zamalowane. Wobec tego (p. zad. M 235)
wicia moze przejid od gornego brzegu do
dolnego po nic zamalowanych polach.
Zamalujmy teraz na nicbiesko te pola na jej
drodze, ktdrych wszystkie punkty spelniajg
warunek Fi(x) > x; i na zblto te pola, 2e
wszystkic ich punkty s3 przesuwane ,w dot”:
Fy(x) < x;. Rozumujac analogicznie, jak to
pokazalitmy powyiej, przekonamy sig, 2t co
naj)mniej jedno pole na drodze wiezy i teraz
pozostanie nic zamalowane. Znaczy to, 3s
istnicjg w tym polu punkty p, ¢, r, 7 spelniajace

warunki zadania.

Rozwigzanic zadania M 237

Moiemy zaloiyd, 2e dlugodé boku kwadratu
wynosi 1. Przeprowadzajac konstrukcje
opisang w zadaniu M 236 dia

n=2,4,8... 2% . preekonamy sig, 3c
istniejg ciagi (), (@), (rx), (sx) takie, Ze pg,
Gk Tk+ 3k lezg w jednym kwadracie o boku 2-4
oraz Fy(pe) < px, 1. Filgr) = g, 4,

Fi(ry) € ry, 2, Fa(sa) = s, 3; dolne wskazniki
1, 2 oznaczajg numery wapdlrzednych.

Z ciagu (px) modna wybraé podcigg [p;‘]
zhieiny do pewnego punktu x kwadratu, Ale
do tego samego punktu beds zbiezne ciggi

= pola zielone

< pola czerwone (@), (ri) 1 (omy)-

P = i Poniewai teraz F, i F; s funkcjami ciaglymi,
f?//j droga wiezy e
¥ pola zotte

4 pola niebieskie

@ pole znalezione

-z-.

Fi(x) = lim FH;_P.:‘I < lim pp, = x
[ B lscg v3

i analogicznie F,(x) = x;, F3(x) = x; oraz
Fi(x) = x;,s3knd wynika, e F,(x) = x;
i Fylx) = x5, czyli F(x) = x, e.b.d.o.
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