
Ta przestrzen nie jest geometrycznie
dopuszczalna. Dlugosci kolejnych luków
"sinusoidy" pOmiedzy dwoma kolejnymi
grzbietami sa wieksze od odpowiednich
wyrazów rozbieznego szeregu harmonicznego.
Zatem dlugoSCwidocznej na rysunku krzywej
jest nieskonczona.

Dla tej przestrzeni mozna wskazace > O

i punkt x takie, zew kazdym otoczeniux
istniejey o wlasnosciQ.4(x, y) ;. t. Nie jest
ona zatem geometrycznie dopuszczalna.

geometrii wewnetrznej

Pro! dr Karol BORSUK, czlonek rzeczywisty PAN
Przestrzen metrycznaA (z metryka e) nazywamy geometrycznie dopuszczalna (symbolicznie
A e GA), jesli spelnia warunki: dowolne dwa punktyx, y E A mozna polaczyc lukiemL
o skonczonej dlugosci zawartym wA oraz dla do·,volnegoli > O kazdy punkt x E A ma otoczenie
U takie, ze kazdey E U mozna polaczyc zx lukiem L c A °dlugosci iLI < li.
Polózmy

q.•(x, y) = kres dolny dlugosciL, gdzie L jest lukiem zawartym wA zawierajacym x i y.
Otr7ymamy t,ak metryke zwanametryka wewnetrzna w A. Zauwazmy, zee(x, y) ~ !!.4 (x, y) i i.e
takie pojecie metryki wewnetrznej jest zgodne z potocznym znaczeniem terminu odleglosc.

Przeksztalcenie/przestrzeni A z GA na druga przestrzenB E GA nazywamy izometria wewnetrzna,
jesli

!!.1(x, y) = eh(fx,ly) dla dowolnych x, y E A.

Teorie niezmienników izometrii wewnetrznych (to znaczy tych wlasnosci przestrzeniGA, które sa
zachowywane przy izometriach wewnetrznych) nllzywamygeometria wewnetrzna. Nalezy
podkreslic, ze w klasycznej geometrii rózniczkow(:j znaczenie tego pojecia jest inne z uwagi na
warunki regularnosci nakladane w niej na rozpatrywane przeksztalcenia i przestrzenie.
W szczególnosci krzywizna Gaussa, która jest jednym z najwazniejszych niezmienników geometrii
wewnetrznej rozumianej klasycznie, nie jest niezmlennikiem wewnetrznym w znaczeniu
zdefiniowanym powyzej. Celem pracy jest podanb szkicu dowodu nastepujacego

Twierdzenia: Istnieje izometria wewnetrzna / przeksztalcajaca cala n-wymiarowa przestrzen

euklidesowa En na podzbiór /(En) przestrzeni E2~ o dowolnie malej srednicy.

Niech "I bedzie liczba dodatnia. Oznaczmy przezD kwadrat lezacy wE2 o wierzcholkach (O, O),

(O, 7]), ("I, O) i (I], "I) - jego srednica jest równa fj Y2.Kazdej liczbie calko'vitejk
przyporzadkujmy punkt

ak = (~TJ ( 1+ __k ), O) E El.2 \ Ikl+l

Mamy ak E D c E2 i !!«O, O), ak) < e«O, O),ak+l)' Niech bk bedzie takim punktemD, ze

e(ak' bk) = e(bk, ak+i) = "I i przez h oznaczmy odcinek<k··Y}, (k+1)'1> cP. Wówczas p = Uh
k

i oznaczajac dla kazdegok J2k = "ak/h, J2H i = bkaH i z latwoscia stwierdzamy istnienie takiej
izometrii wewnetrznej g;,

g;: El -!- U Jk,
k

ze f{!(2k' 7]) = ak, rp«2k+ 1)"1) = bk dla kazdej Hczby calkowitej k.

Zauwazmy, ze przestrzenEn mozna przedstawic jako sume wszystkich n-wymiarowych kostek
postaci

DIA!, ..• .!'n = [il-'X .•• xIp..,

gdzie Ili, ... , !-tn przebiega zbiór wszystkich n-tek zlozonych z liczb calkowitych. Kladac dla kazdego
x E En /(x" ... ,xn) = (g;(Xi), ... , g;(Xn) otrzymujemy homeomorfizm En na pewien otwarty
podzbiór kostki 2n-wymiarowej przeprowadzajacy kazda kostkeDl''' ... , {.ln izometrycznie na
JIA, x ... xJp. .

Ostatni zbiór Jest podzbiorem C, produktu karte.;ianskiego kwadratów o srednicy"I Y2.
Nietrudno pokazac, zefjest izometria wewnetrzn?.. Jesli7] jest dostatecznie male, to i srednica C,
a zatem i srednica obrazu/CEn) moze byc dowolnie mala, tak, jak i.adaJismy.

Uwaga 1. Zgodnie z naszym twierdzeniem przestrzenE3, która w klasycznej mechanice jest
traktowana jako matematyczny odpowiednik calego uniwersum kosmicznego, moze byc tez
rozpatrywana jako dowolnie maly podzbiór przestrzeniE6 .z nie zmieniona metryka wewnetrzna·
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Definicja przewodnictwa wlasciwego

Jaka wielkosc fizyczna zmienia sie w najwiekszym zakresie wielkosci?
Odpowiedz na to pytanie wydaje sie byc prosta. Jezeli obliczymy bowiem stosunek przypuszczalnej
masy Wszechswiata (ok.1050 kg) do masy elektronu (ok. 10-30 kg), otrzymamy 80 rzedów

wielkosci. Stosunek promienia Wszechswiata (ok.1026 m) do promienia nukleonu (ok.10-1.5 m), .
czy tez stosunek czasu zycia Wszechswiata (ok.1018 s) do czasu zycia niektórych czastek
elementarnych (ok.10-23 s) daja nam po 41 rzedów wielkosci.
W obu przypadkach porównujemy jednak wlasnosci najwiekszego znanego obiektu fizycznego
(Wszechswiata) z wlasnosciami najmniejszych znanych obiektów (czastek elementarnych).
Istni'.:Jc jednak makroskopowa wielkosc, która mozna mierzyc w laboratorium, zmieniajaca sie
o ponad 50 rzedów wielkosci. Jest nia przewodnictwo wlasciwe cial stalych. Obecnie uwazamy,
ze zakres zmian przewodnictwa wlasciwego rozciaga sie co najmniej od1024 (!km)-l do
10- ~o (f.lcm)-I, jednakze w miare rozwoju badan. granice te moga ulec dalszemu poszerzeniu.

Ponad 50 rzedów wielkosci,
czyli przewodnictwo cial stalych
Dr Andrzej HENNEL

gdz:c l jest dlugoscia, a S przekrojem poprzecznym przewodnika, natomiast(J - stala
nntedalowa nazywana przewodnictwem wlasciwym i wyra:r.ana w (f.lcm)-l.

R=~.~
a S'

Przewodnictwo wlasCiwe wprowadzila juz fizyka XIX wieku ustalajac, ze opór przewodnika mozna
wyruic wzorem

Uwaga 4. W geometrii wewnetrznej jest jeszcze wiele otwartych problemów. W szczególnosci nie

wiadomo, czy znane "Einbettungssatz" Mengera i Nobelinga mozna l'rzeniesc do geometrii
wewnetrznej w postaci twierdzenia orzekajacego, ze kazda n-wymiarowa GA-przestrzen jest
wewnetrznie izomorficzna z podzbioremE2n+ I.

Uwaga 3. Podana powyz.ej izometria wewnetrznaf, która przeksztalcaEn na podzbiór E2n

o dowolnie malej srednicy, skla~a sie z przeksztalcen nie bedacych dyfeomorfizmami. Jednakze
przez drobna modyfikacje konstrukcji mozna otrzymac tu iz()metrie wewnetrzna uzywajaca
jedynie funkcji, które maja pochodne wszystkich rzedów.

Uwaga .2.J. Oledzki i S. Spiez udowodnili ostatnio mocniejsze twierdzenie, które glosi, zeEn jest
wewnetrznie izometryczna z podzbioremEn+1 o dowolnie malej srednicy. Glówna idea dowodu
jest podobna do opisanej powyzej, ale dowód wymaga bardziej skomplikowanych uza!ii!dnien.
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