Ta przestrzen nie jest geometrycznie
dopuszczalna. Diugodei kolejnych lukéw
wsinusoidy’ pomiedzy dwoma koleinymi
grzbietami sg wigksze od odpowiednich
wyrazdw rozbieznego szeregu harmonicznego.
Zatem dlugoéé widocznej na rysunku krzywej
jest nieskoriczona.
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Dla tej przestrzeni moina wskazaé ¢ > 0

i punkt x takie, #e w kaidym otoczeniu x
istnieje ¥ o wlasnosci galx, ¥) = &. Nie jest
ona zatem geometrycznie dopuszczalna,

O geometrii wewngtrzne;

Prof. dr Karol BORSUK, -czlonek rzeczywisty PAN

Przestrzen metryczng A (z metryka g) nazywamy geomefrycznie dopus=czalng (symbolicznie
A € GA), jedli speinia warunki: dowolne dwa punkty x, ¥ € 4 mozna polaczy¢ ukiem L
o skoficzonej dlugosci zawartym w A oraz dla dewolnego & > 0 kazdy punkt x € 4 ma otoczenie
U takie, ze kazde y € U moina polaczyé z x lukiem L < 4 o dlugodci [L] < &
Poldézmy

g4 (x, ) = kres dolny dlugosci L, gdzie L jest lukiem zawartym w 4 zawierajacym x i y.
Otrzymamy tak metryke zwang metryka wewnetrzng w A, Zauwadmy, ze p(x, y) < o4 (x, ¥ i Ze
takie pojecie metryki wewnetrznej jest zgodne z potocznym znaczeniem terminu odleglo$c.
Przeksztalcenie f przestrzeni 4 z GA na drugg przestrzeds B € GA nazywamy izometriq wewngirzng,
jesli

e4(x, ¥) = ealfx, fy) dla dowolnych x, y € A.

Teori¢ niezmiennikéw izometrii wewnetrznych (to znaczy tych wlasnoéci przestrzeni GA, ktore sq
zachowywane przy izometriach wewnetrznych) narywamy geometrig wewngirzng. Nalezy
podkresli¢, ze w klasycznej geometrii rézniczkowej znaczenie tego pojecia jest inne z uwagi na
warunki regularnoéci nakladane w niej na rozpatrvwane przeksztalcenia i przestrzenie.

W szczegdlnosci krzywizna Gaussa, ktora jest jednym 2z najwazniejszych niezmiennikbéw geometrii
wewnetrznej rozumianej klasycznie, nie jest niezmiennikiem wewngtrznym w znaczeniu
zdefiniowanym powyzej. Celem pracy jest podani szkicu dowodu nastgpujacego

Twierdzenia: Istnieje izometria wewnetrzna f przeksztalcajaca calq n-wymiarowq przestrzen
euklidesowq E™ na podzbidr f(E") przestrzeni E*" o dowolnie malef frednicy.

Niech 7 bedzie liczba dodatnia. Oznaczmy przez 2 kwadrat lezacy w E* o wierzchotkach (0, 0),
(©, ), (n, 0) i (1, ) — jego srednica jest rowna 7, /2. Kazdej liczbie calkowitej k

przyporzadkujmy punkt
I 1+ L 0)e E?
a; = |—1 —, 2
* (2 ! ( lk1+1)

Mamy a; € D = E? i ({0, 0), @) < o((0, 0), ax1). Niech b, bedzie takim punktem D, Ze
olax, by) = plby, aci 1) = 7 i przez I, oznaczmy odcinek k-, (k+1)7> = E'. Wowcezas E' = ij I

i oznaczajac dla kazdego k Jix = @i, Jakss = Feliyy Z Iatwodcia stwierdzamy istnienie takiej
izometrii wewngtrznej ¢,

(}J:Es—“ UJg,
k

ze p(2k -+ n) = ax, ¢((2k+1)n) = by dla kazdej liczby calkowitej k.
Zauwazmy, e przestrzen E" mozna przedstawi¢ jako sume wszystkich n-wymiarowych kostek
postaci

D;‘h_"' ta = Jl,'(| Wi % Ip,,

gdzie sty ..., #a przebiega zbioér wszystkich n-tek ztozonych z liczb catkowitych. Kladac dla kazdego
x€E" f(xy, ..., x») = {@(xy), ..., p(xa)) otrzymuiemy homeomorfizm E" na pewien otwarty
podzbiér kostki 2n-wymiarowej przeprowadzajacy kazda kostke Dy, ..., u, izometrycznie na

Jmﬁx e Xl

Ostatni zbi6r jest podzbiorem C, produktu kartezianskiego kwadratow o Srednicy % }/ 2
Nietrudno pokaza¢, ze f jest izometria wewnetrzna. Jesli 57 jest dostatecznie male, to i $rednica C,
a zatem i érednica obrazu f(E") moze by¢ dowolnic mala, tak, jak zadalismy.

Uwaga 1. Zgodnie z naszym twierdzeniem przestizefi E®, ktdra w Klasycznej mechanice jest
traktowana jako matematyczny odpowiednik calego uniwersum kosmicznego, moze byc tez
rozpatrywana jako dowolnie maly podzbi6r przestrzeni E® z nie zmieniona metrykq wewnetrzng.



Uwaga 2. J. Oledzki i S. Spiez udowodnili ostatnio mocniejsze twierdzenie, ktore glosi, ze E” jest
wewngirznie izometryczna z podzbiorem £"*! o dowolnie malej srednicy. Glowna idea dowodu
jest podobna do opisanej powyzej, ale dowod wymaga bardziej skomplikowanych uzasadnien.

Uwaga 3. Podana powyZej izometria wewnetrzna f, ktora przeksztalca E” na podzbior E*"

o dowolnie malej $rednicy, sklada si¢ z przeksztalcen nie bedacych dyfeomorfizmami. Jednakze
przez drobna modyfikacje konstrukcji mozna otrzymac tu izometrie wewnetrzng uzywajacg
jedynie funkcji, ktore maja pochodne wszystkich rzedow.

Uwaga 4. W geometrii wewnetrznej jest jeszcze wiele otwartych problemow. W szczegdinodei nie
wiadomo, czy znane ,,Einbettungssatz’ Mengera i Nobelinga mozna przenies¢ do geometrii
wewngtrzne) w postaci twierdzenia orzekajacego, ze kazda n-wymiarowa GA-przestrzen jest
wewngtrznie izomorficzna z podzbiorem E*"+1,

Ponad 50 rzedéw wielkosci,
czyli przewodnictwo cial statych
Dr Andrzej HENNEL

Jaka wielko$¢ fizyczna zmienia si¢ w najwigkszym zakresie wielkosci?

Odpowiedz na to pytanie wydaje si¢ by¢ prosta. Jezeli obliczymy bowiem stosunek przypuszczalnej
masy Wszechswiata (ok. 10°? kg) do masy elektronu (ok. 10~3° kg), otrzymamy 80 rzedow
wielkosci. Stosunek promienia Wszechéwiata (ok. 10°® m) do promienia nukleonu (ok. 107 m), .
czy tez stosunek czasu zycia Wszech§wiata (ok. 10'® s) do czasu Zycia niektorych czastek
elementarnych (ok. 10-2* 5) daja nam po 41 rzeddw wielkosci.

W obu przypadkach porownujemy jednak wlasnodci najwiekszego znanego obiektu fizycznego
(Wszechswiata) z wiasnosciami najmniejszych znanych obiektow (czastek elementarnych).

Istnizje jednak makroskopowa wielkosé, ktora mozna mierzy¢ w laboratorium, zmieniajaca sie

o ponad 50 rzgddw wielkosci. Jest nig przewodnictwo wiasciwe cial stalych. Obecnie uwazamy,

Ze zakres zmian przewodnictwa wlasciwego rozcigga si¢ co najmniej od 10** (Qcm)~! do

10779 ({ecm) ™, jednakze w miare rozwoju badan granice te mogg ulec dalszemu poszerzeniu.

Definicja przewodnictwa wlasciwego

Przewodnictwo wlasciwe wprowadzila juz fizyka XIX wieku ustalajac, ze opor przewodnika mozna
wyrazié wzorem
L7
R=si—c
o §
gdzic [ jest diugoscia, a S przekrojem poprzecznym przewodnika, natomiast o — stalg
materiatowa nazywana przewodniciwem wiasciwym i wyrazana w (Qcem)™",
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