Problem Kakeya
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Jezeli spojrzymy wstecz na histori¢ matematyki, to dostrzezemy nieprzerwany ciag
réznorodnych probleméw, ktére zaprzataly umysly matematykéw. Czytelnikowi
na pewno sa znane pasjonujgce niegdys, a dzi$ juz ,,klasyczne” zagadnienia
starozytnych: kwadratura kola, trysekcja kata, podwojenie sze$cianu, problemy
Archimedesa obliczania pél figur zwanych arbelonem (rys. 1), salinonem (rys. 2),
czy tez zagadnienia pdzniejszych stuleci, jak na przykiad problem postawiony

w 1775 roku przez wloskiego matematyka di Fagnano (1682—1776):

W dany tréjkat ostrokatny wpisac tréjkat o mozliwie najmniejszym obwodzie.
(Rozwiazaniem jest tréjkat zwany ortycznym dla tréjkata wyjsciowego — poszukaj
W numerze).

Czy w czasach nam bardziej wspdlczesnych nie stawiano podobnych, ciekawych

i w zadziwiajaco naturalny sposéb powstajgcych zagadnieri? Ot6Z sytuacja nie jest
tak beznadziejna, jak mogloby si¢ wydawac na pierwszy rzut oka. Przekona¢ sig

o tym mozemy $ledzac przedstawiona poniZej historie zagadnienia postawionego
w 1917 roku przez japoniskiego matematyka Soichi Kakeya. Problem Kakeya:
Znalez¢ na plaszczyZnie zbior o najmniejszym polu, w ktérym mozna
przemieszcza¢ odcinek jednostkowy w ten sposob, by po skornczonej liczbie
obrotéw i przesunigé¢ powrdcit on do polozenia wyjsciowego wykonujgc przy tym
obrot o kat co najmniej 7.

Kazdy zbiér, w ktorym takie przemieszczenie odcinka jest mozliwe, bedziemy
nazywali zbiorem Kakeya.

Zgodnie z zapowiedzia przedstawimy teraz niektére osiggnigcia matematykow

zZwiazane z tym problemem w réznych klasach zbioréw. Naturalnym wydaje sie
rozpoczgcie poszukiwan od klasy zbioréw wypuklych, tzn. takich, w ktérych
kazde dwa rézne punkty zbioru mozemy polaczyé odcinkiem calkowicie zawartym

w tym zbiorze. Moze rozwigzaniem bedzie tutaj koto o promieniu — 2 3
1

R 0,785? Okazuje sig, Ze nie, bo oto zbiér powstaly przez obrot wokot

a polu

poszczegolnych wierzchotkow (rys. 3) jednostkowego odcinka o kat —;— 7 jest

,lepszy”” od poprzedniego: pole jego wynosi —;- (n—]/ ?T) = 0,704. Definitywne

rozwigzanie w klasie zbiorow wypuklych podat w 1921 roku matematyk wegierski
J. P61 wykazujac, ze rozwigzaniem problemu Kakeya jest trojkat rownoboczny

o wysokosci 1 (rys. 4), ktérego pole wynosi 1/)/'3 = 0,577 (dowéd tego twierdzenia
mozna znalez¢ w ksiazce I. M. Jagtom, W. G. Bottianski — ,,Figury wypukle™).
Interesujace byloby sprawdzi¢, czy prawdziwa jest nastgpujaca hipoteza:
Minimalny obwdéd wypuklego zbioru Kakeya wynosi z

Jezeli okazaloby sig to prawda, to rozwiazanie tego zagadnienia nie byloby

. i o
jednoznaczne — spelnia je zbior przedstawiony na rys. 3 i okrag o promieniu >
Dosé diugo przypuszczano, Zze w klasie wszystkich podzbioréw plaszczyzny
rozwigzaniem jest zbidr ograniczony hipocykloida tréjkatna (zwana takze deltoida),

g ; WSl ) )
tzn. krzywa jaka zakresla punkt lezacy na okrggu o promieniu X toczgcym si¢ od

wewnatrz po okregu o promieniu % (rys. 5), o polu —;- 7z ~ 0,392. I tym razem

nie bylo to ostatnie stowo. W 1928 roku A. S. Besicovitch wykazal, e istnieja na !
plaszczyZnie zbiory Kakeya o dowolnie matym polu, a tym samym, ze w ogdlnosci
zagadnienie to nie ma rozwigzania.

Twierdzenie (A. S. Besicovitch, 1928): Istnieja na plaszczyZnie zbiory Kakeya
o dowolnie malym polu.

Dowéd: Przeprowadzimy go w dwdch etapach. W pierwszym utworzymy pewien
zbiér i pokazemy, Ze jego pole moze by¢ dowolnie mate. W drugim etapie opiszemy
jak w otrzymanym zbiorze przemieszczaé strzatke zgodnie z postawionymi
warunkami.
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Rozpatrzmy kwadrat ABCD o boku dtugosci 2. Strzatke o diugosci 1 mozemy
obrdéci¢ w tym kwadracie o kat 2z obracajac ja np. wok6t punktu przeciecia
przekatnych kwadratu. Dziela one kwadrat na 4 przystajace tréjkaty prostokatne
o wspo6lnym wierzchotku O. Podzielmy teraz kazdy taki trjkat na 2" trojkatow
tzw. elementarnych, w nastepujacy sposob: przeciwprostokatne (boki kwadratu)
dzielimy na 2" réwnych czgsci i punkty podzialu laczymy z wierzchotkiem O.
Otrzymujemy wigc 4 - 2" tréjkatéw elementarnych o wysokosci réwnej 1. Jezeli

te trojkaty poprzesuwamy rownolegle wzdtuz odpowiednich bokéw kwadratu tak,
by czgsciowo pokrywaly sig, to otrzymamy figure o polu mniejszym niz pole
calego kwadratu. Jest to oczywiste!

A ; - o :
T S Przedstawimy teraz zbiér skonstruowany przez A. Besicovitcha i O. Perrona
Nstyicg It w 1928 roku, ulepszony w 1962 roku przez H. Rademachera i I. Schoenberga.

Niech p bedzie dowolna liczba naturalng nie mniejsza niz 2, i niech n = p—2.

o Wobec tego tréjkat ABO sklada sig z 27~ 2 tr6jkatow elementarnych. Przesuniemy
je w sposob opisany nizej. Na poczatek $rodkowa tréjkata 4BO wyprowadzona
z punktu O o diugosci 1 podzielmy na p réwnych czgsci. Przez punkty podziatu
i kranice Srodkowej poprowadzmy proste rownolegle do boku 4B (rys. 6).
(2] C
Przypadek p=5,(n=3).
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Oznaczmy je numerami 0, 1, 2, ..., p zaczynajac od boku 4B i idagc w gére do
wierzchotka O. Utwérzmy teraz p rownoramiennych, prostokatnych tréjkatéw
Ays Aas .oy Ap, kazdy z przeciwprostokatna na prostej o numerze 0

1 przeciwleglym wierzchotkiem na odpowiednich prostych 1, 2, ..., p. Zauwazmy,
ze /\p jest rowny tréjkatowi A BO.

Dalej, dla kazdego s = 2, 3, ..., p podzielmy przeciwprostokatne A, na 2°~2
réwnych czgsei, a punkty podziatu potaczmy z wierzcholkiem lezacym na prostej s.
Otrzymujemy w ten sposob 2°~2 tréjkatéw elementarnych w tréjkacie A,:
oznaczmy je przez Af, gdzies = 2,3, ...,p,j = 1,2, ..., 2°~2 Tréjkat A, nie
jeslt podzielony, mozemy jednak przyjac, ze sklada si¢ on z jednego tréjkata

Az = /s,

Tréjkata A\, nie bierzemy na razie pod uwage.

Przedstawimy pewna operacje, ktora bedziemy nazywali ,,przepolawianiem

i rozszerzaniem”, w skrocie p—r. Rezultatem tej operacji na dwéch sasiednich
trojkatach elementarnych z klasy A;, i = 2,3, ..., p—1 jest para trojkatéw
zachodzacych na siebie, przystajacych do odpowiednich trojkatéw z klasy Ay .
W najprostszym przypadku, czyli dla trjkata A, operacja p—r jest pokazana na
rys. 7: dzielimy tréjkat EFG srodkowa GM na dwa tréjkaty EMG i MFG.
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Nastgpnie odcinki £G 1 FG przedtuzamy do prostej 3 i z punktow przecigcia
prowadzimy odcinki PP"i SS’ rownolegie do srodkowej GM. OtrzymaliSmy w ten
sposob dwa zachodzgce na siebie trojkaty klasy A ;.

Konstrukcja p—r dla dowolnego tréjkata LMN (rys. 8) jest nastgpujaca: boki
LN 1 MN przedluzamy do prostej s+ |, a punkt R laczymy z punktem przeciecia
boku LN z prosta s—1 oznaczonym przez V.

Wyliczmy teraz jak zmienia si¢ pole trojkata przy operacji p—r. Nazwijmy czgsé
trojkata A, s = 2,3, ..., p— 1 lezaca migdzy prostymi s i s— 1 kraricem trojkata
/. Bgdziemy go oznaczac symbolem k(/\;). Jak tatwo zauwazyc dla s = 2, 3, ..., p
Rys. 8 k(/\s) jest przystajacy do trojkata A\, . Tak wiec suma pdl krancow k(AZL) przy
ustalonym sij = 1,2, ..., 2°2 jest réwna polu trojkata /\, . Obliczymy teraz
przyrost pola przy wykonywaniu operacji p—r na trojkacie AJ (patrz rys. 8).

W wyniku operacji p—r otrzymujemy dwa przesunigte rownolegle trojkaty
elementarne £LOT i YMR z klasy A, . Trojkaty £LOT i YMR pokrywaja tréjkat

L MN i dwa trojkaty RVN | NUQ. Mamy

IRVN| = [NUQ| = [VUN,

a co za tym idzie przyrost pola powierzchni wynosi 2 - k(/%). Poniewaz
2.!-2

D k(A = | A, wige catkowity przyrost pola przy przejsciu od tréjkatow
i=1

elementarnych klasy A ; do trojkatow elementarnych klasy A\, jest rowny co
najwyzej 2 - |/\,|. Operacje p—r stosujemy kolejno do wszystkich tréjkatow
elementarnych A, s = 2,3, ...,p—1,j= 1,2, ...,2°"2 Otrzymujemy w ten
sposob wszystkie trojkaty elementarne trojkata 4 BO rownolegle przesunigte

(tzw. drzewo Perrona), co obrazuje rysunek 9. Zaczynajac od A\, dochodzimy

po p—2 krokach do réwnoleglego przesunigcia wszystkich trojkatéw elementarnych
powstalych z tréjkata A\ ,; przyrost pola w jednym kroku jest nie wigkszy niz
2|/, a wige pole koncowej figury nie przekracza wartosci

4 | 2
[A2l+(p—=2) 2 |AL = —‘57 +2(P_2)F =

Rys. 9
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Niech & > 0 bedzie dowolng liczba rzeczywista, a p — liczbg naturalng wigksza

N

p 78 niz lf-. Wtedy pole figury otrzymanej w wyniku przesunigé rownoleglych
p-1 —%
p-2 trojkatow elementarnych jest mniejsze niz % Postepujac analogicznie w trzech
pozostatych tréjkatach kwadratu stwierdzamy, ze pole pokryte przez 4 - 2"
£

2

trojkatow (gdzie n = p—2) jest mniejsze niz

L No dobrze, powie Czytelnik, w kazdym takim trojkacie elementarnym otrzymanym
w wyniku podziatu tréjkata 4 BO mozemy umiescic strzatke, ale jak w takich
poprzesuwanych trojkatach przemieszczaé strzatke zgodnie z zadaniem? Obecnie
jest to jeszcze niemozliwe. Zatem do tego zbioru musimy dotgczy¢ inny, ktory nam

MIIN taka operacje umozliwi. Zbior ten ztozony jest co najwyzej z 4 - 27~ 2 tzw. , laczy”.
Niech DEF i GHJ bgda para kolejnych tréjkatow elementarnych po przesunigciu,
jak na rysunku 10. Figure zlozona z odcinkéw GP i PD oraz trojkata PMN
nazywamy laczem. Przejscie strzatki z tréjkata DEF do tréjkata GHJ polega na
przesunigciu jej wzdluz odcinka DP do punktu P, nastgpnie obroceniu jej
w trojkacie PMN i przesunigciu wzdtuz odcinka PG, az poczatkowy punkt strzatki
dojdzie do punktu G. W taki oto sposob strzatka znalazta sig¢ w trojkacie GHJ.
Oszacujemy teraz pole tak uzyskanego iacza. Boki DE i GJ sg réwnolegle.

P
Oznaczmy przez L taki punkt lezacy na odcinku HJ, Ze i S Punkty M i N

Rys. 10 HJ = 8
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D(DAQ)=

A 1 0(ABO) 8
Rys. 11
W dowodzie obok pokazaliémy, ze dany

prostokatny, réwnoramisnny tréjkgt ABO
mozna tak podzielié na 2" trojkatéw
elementarnych, by po ich réwnoleglym
przesunigeiu do AB pokryte przez nie pole

bylo dowolme male.

P Czytelnikom jako ie na
podabnej drodze wykazaé ogdlniejszy fakt.
Twierdzenie Fischera: Niech dany bedzie tréjkat
ABC o polu Piliczba & > 0. Wéwezas tréjkat
moina tak podzielié¢ odcinkami CA;,
i=0,1,...,m Aj€AB, A = 4y, B= A, na
trdjkaty CApAy. ./ = 0,1, ..., n—1, by po ich
odpowiednim przesunigciu réwnoleglym do AB
pokrywaly pole nie wigksze niz «,

4

Dolmlr.il Z.bu‘.*r nazywamy gwiatdzistym
g0 punktu O, gdy kazdy punkt

tego zbioru da si¢ polaczyé z punktem O

odeinkiem calkowicie zawartym w tym zbiorze.

obieramy w taki sposob, by trojkat PMN byt przystajacy do trojkata GLJ
(zauwazmy, Ze nie jest to sprzeczne z zaprezentowanym opisem lgcza). Korzystajac
z zalozenia o punkcie L oraz przystawania tréjkatéow GLJ i PMN mamy:

|PMN| = |GLJ| < % |GHJ|. Poniewaz pole jednego tréjkata elementarnego wynosi

zatem pole jednego tacza jest mniejsze niz Biorgc pod uwage

1 e

liczbe taczy wnosimy, ze catkowite ich pole jest mniejsze niz —; . Wobec tego pole

tak uzyskanego zbioru jest mniejsze niz zadana z géry liczba «.

Przystapmy teraz do drugiego etapu. Naszkicujemy w jaki sposob w utworzonym
zbiorze (cztery drzewa Perrona i zbidr taczy) przemieszczac strzatke. Zauwazmy, ze
drzewo Perrona utworzone z tréjkatow elementarnych trojkata 4 BO, co oznaczaé
bedziemy 2(A4BO) (rys. 11), zawiera przesunigty rownolegle odcinek 40 (czgs¢
odcinka I), natomiast & (BC 0) zawiera przesuniety rownolegle odcinek CO (czgsc¢
odcinka I) i odcinki te (40 i CO) po réwnolegtym przesunigciu w sumie daja
odcinek I. Podobnie jest i w pozostalych przypadkach:

2(BCO)v Z(CDO) zawiera przesunigte rownolegle odcinki BO i DO, ktore

w sumie dajg odcinek I1I;

P(CDO)u2(DAO) zawiera przesunigte rownolegle odcinki CO i AO, ktore

w sumie dajg odcinek IV ;

D(DAO)v 2(AB0O) zawiera przesunigte rownolegle odcinki DO i BO, ktore

w sumie dajg odcinek II.

Przypusémy teraz, ze strzatka znajduje si¢ w Z2(AB0) na odcinku 1. Wzdtuz 1
przesuwamy strzatke do 2(BCQO). Nastgpnie w zbiorze tym przy pomocy laczy
przemieszczamy strzatke do potozenia na odcinku ITI. Wzdtuz tego odcinka
przesuwamy strzatke do 2(CDO) i przemieszczamy ja przy pomocy laczy do
polozenia na odcinku IV. Procedurg taka powtarzamy do momentu, az strzatka
powrdci do polozenia wyjsciowego. Wobec tego tak otrzymany zbidr jest zbiorem
Kakeya i jego pole moze by¢ dowolnie male. Zauwazmy, Zze im mniejsze jest pole
zbioru Kakeya w twierdzeniu Besicovitcha, tym jego Srednica jest wigksza.

W zwigzku z tym zaczgto poszukiwaé zbioru Kakeya o dowolnie matym polu, lecz
mniejszej Srednicy. W 1941 roku I. H. van Alphen wykazal, ze dla kazdego ¢ > 0
istnieje taki zbidr zawarty w kole o srednicy 4+ ¢.

Przejdziemy teraz do kolejnej klasy zbiorow — zbiorow jednospojnych. Wezesniej
wyjasnijmy, co kryje si¢ pod tq nazwa. Do tego potrzebne nam bedzie pojecie
spojnosci, ktore wyjasnia zdanie: ,, Twor geometryczny jest spdjny, gdy sklada si¢
z jednego kawatka, czyli gdy nie mozna go podzieli¢ na dwa kawalki, ktdre nie
stykalyby si¢ bezposrednio” (patrz Delta 1/1979). Teraz ,,jasna” staje si¢
nastepujaca

Definicja: Podzbidr ptaszczyzny nazywamy jednospdjnym, jezeli jest zbiorem
spéjnym i jego dopelnienie réwniez jest zbiorem spdjnym.

Dla jednospéjnych zbioréw Kakeya pierwsi podali oszacowanie (niezaleznie od
siebie) w 1965 roku M. Bloom i I. Schoenberg. Sadzili oni, Ze najmniejszy spojny
i jednospéijny zbiér Kakeya ma pole réwne —2’%(5~3|f2‘ ) & 0,099. Poglad ten
obalit w 1971 roku F. Cunningham wykazujgc

Twierdzenie: Istnieje jednospojny zbiér Kakeya o dowolnie matym polu zawarty
w kole o promieniu 1.

Inng klasg zbioréw, wsérod ktérych rowniez mozna marzy¢ o rozwigzaniu
problemu Kakeya, jest klasa zbiorow gwiazdzistych. Otéz wilasnie w klasie zbiorow
gwiaZzdzistych problem Kakeya do tej pory nie zostal catkowicie rozwiazany.

F. Cunningham dowiédt tylko w 1974 r. pewnego oszacowania, a mianowicie:

Kazdy zbior gwiazdzisty Kakeya ma pole rowne co najmniej —1—:;—8—

Uwazajac, ze wszczecie poszukiwan ostatecznego rozwiazania problemu Kakeya
w klasie zbioréw gwiazdzistych bedzie bardziej fascynujace niz czytanie dowodu,
koricze i zycze przyjemnej zabawy.



