
Kazdy moze nadsylac rozwiazania zadan z numerun w terminie do konca miesiacan+ 2. Szkice rozwiazan

zamieszczamy w nr.n +4. Mozna nadsylac rozwiazania trzech, dwóch lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce),

mozna to robic co miesiac lub z dowolnymi przerwami. Oceniamy zadania w skali od° do l z dokladnoscia do 0,1.
Ocene mnozymy przez

4- 3, suma ocen za rozwiazania danego zadani~
liczba osób, które nadeslaly choc jedno rozwiazanie z numeru

i tyle punktów otrzymuje nadsylajacy. Po zgromadzeniu 44 punktów (w dowolnym czasie) zostaje on czlonkiem Klubu,
a nadwyzka punktów jest zaliczana do panownego udzialu. Trzykrotne czlonkostwo - to tytul Weterana.

Lige organizuje Wydzial Matematyki, Informatyki i Mechaniki Uniwersytetu Warszawskiego. oraz na~7a Redakcja.

Szczególowy regulamin zostal wydrukowany w nr. 9/1981.

Liga zadaniowa Wydzialu
Czolówka ligi zadaniowej "Klub 44"

po uwzglednieniu ocen rozwiazari

zada'. z numeru 11/1982

Edward Orzechowski - Warszawa 45,01pkt

Zbigniew Bartold - Gdynia 43,43pkt

Pawel Kaminski - Warszawa 42,47pkt

Marek Galecki - Milanówek 35,50pkt

Dariusz Sowizdrzal - Szczecin 32,20pkt

Krzysztof Trautman - Warszawa 28,04pkt

Artur Smolczyk - Tarnów Op, 24,06pkt

Mariusz Fiszer - Duszniki Zd,23,<2pkt

i z numeru 12/1982

Pawel Kaminski - Warszawa 49,10pkt

Zbigniew Bartold - Gdynia 43,43pkt

Marek Galecki - Milanówek 42,42pkt

Dariusz Sowizdrzal - Szczecin 38, 83pkt

Krzysztof Trautman - Warszawa 32,51pkt

Artur Smolczyk - Tarnów Op, 29,84pkt

Mariusz Fiszer - Duszniki Zd,27,28pkt

Jerzy Janowicz - Boleslawiec 26,92pkt

Wspólczynniki trudnosci zadan:

Matematyki, Informatyki i Mechaniki
Uniwersytetu Warszawskiego
i Redakcji "Delty"

Skrót regulaminu

Przypominamy tresc zadan z nr. 2 i3/1983

!=44

Klub 44
Red:1guje dr Marcin E. KUCZMA

VI Klubie 44 znalezli sie kOlejni dwaj
uczestnicy konkursu ligowego: pan Edward

Orzechowski i pan Pawel Kaminski -\,pbaj
z Warszawy. Witamy - i czekamy na

nas tepnych.

Pan Jerzy Janowicz jest juz za· pólmetkiem

IIdrugiego okrazenial1 !
Nastepna "podwójna" tabela w nr. 8/1983
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2,86 2,70

46, Ile pierwiastków ma równanie a" = log.x?

47, Dowiesc, ze kazda liczba naturalna ma wielokrotnosc, której zapis dziesietny sklada sie tylko z zer i jedynek.

48. Sposród wierzcholków szesciowymiarowej kostki[6 wybrano losowo trzy. Co jest bardziej prawdopodobne: czy

utworza one trójkat ostrokatny czy prostokatny?

49. W n-tym wierszu trójkata Pascala jestPn liczb parzystych iNn liczb nieparzystych. Znalezc wszystkie wartoscin, dla

których a) Pn = Nn, b) Pn = Nn+l, c) Pn = Nn-1. .
50. W czworokacie ABCD wpisanym w kolo boki BC i CD sa równej dlugosci. Dowiesc, ze przekatnaAC jest dluzsza

l
od 2(AB+AD).

SI. Obliczyc lim lIsin(hen!J.
n-w

(tp(t) = ~)t .g'(x) = _ce-cx+_l_ = ~[~_tp(eCX)]ex x c

Jesli c ~ e (czyli a ~ e-e), to zgodnie z lematem wyrazenie
w nawiasie kwadratowym jest nieujemne (dodatnie poza co
najwyzej jednym punktem), zatem funkcjag jest scisle rosnaca
i równanie g(x) = O ma dokladnie jeden pierwiastek.
Jesli c > e (czyli a < e-C), to na mocy lematu wyrazenie
w nawiasie kwadratowym jest ujemne w pewnym przedziale«(1., (J),

a dodatnie poza<(1., (J), zatem funkcjag jest monotoniczna

(rosnaca-malejaca-rosnaca) w przedzialach(O, (1.), (CY., (J),

(/1,00) i równanie g(x) = O ma nie wiecej niz trzy pierwiastki.
Aby sie przekonac, ze ma ono dokladnie trzy pierwiastki,
wystarczy znalezc punktyXt, x, takie, zeO < Xl < X"

g(x,) > O> g(X,), Otóz warunki te spelniaja na przyklad liczby
x, = Ile, x, = tp(c), bowiemg(x1) = (l/e)-tp(c) > O,

g(X,) = O/c)ln(etp(c» < O; napisane nierównosci wynikaja
natychmiast z lematu.

46. Lemat. Funkcja tp(t) = (llt)lnt w przedziale O < t < e rosnie
od - 00 do Ile, a w przedziale e <t < 00 maleje od Ile doO.

W punkcie t = e osiaga swa wartosc maksymalna równa Ile.
(Dowód banalny przy uzyciu rachunku rózniczkowego).

Rozwiazanie zadania w przypadku, gdya > l. Niechf(x) = aX.

Wówczas f-l (x) = log. x. Kazdy punkt staly funkcjif (czyli taki
punkt x, zef(x) = x) jest pierwiastkiem równaniaf(x) = f-l (x).

Innych pierwiastków nie ma; wynika to z wypukloscifi wkleslosci
f-t (szczególy pomijamy - patrz rysunki). Punkty stale funkcjif

to pierwiastki równania (llx)lnx = Ina. Z lematu wynika, ze
równanie to ma dwa pierwiastki, gdy Ina< Ile, ma jeden
pierwiastek, gdy Ina= Ile, nie ma pierwiastków, gdy Ina> Ile
(czyli, odpowiednio, gdya < el/e, a = etlc, a > el/C).

Rozwiazanie zadania w przypadku, gdyO < a < l. Dane
równanie jest równowazne równaniug(x) = O, gdzie
g(x) = aX-Iog.x = e-cx+(I/c)lnx, c = -Ina > O. Granice
funkcji g przy x -> 0+ i x -> + 00 wynosza odpowiednio -00

i + 00, zas jej pochodna równa sie

F'

f

f-I

fi

f
O<a<e-e (a=0.03)

o

a>e'/e (a= 1,5)

a=e'/e ( •• 1,444)

Rozwiazania zadan z numeru 2/1983

o

Wykresy funkcji ((x) = ar i f-l(X) = loga.\' dla róznych wartosci parametru /1

1&



Reasumujac: Liczba pierwiastków rozwazanego równania wynosi

n

n
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mn!r. = mn! L (n+k)! >k=l
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< mI n+ 1 1- n+ Ik=l
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n+l

sin(men!) = sin(mn!$.+ mn!r.) = sin(mn!r.);

ostatnia równosc bierze sie stad, zen!$. jest liczba calkowita.
Poniewaz (n+k)! = n!(n+ 1)(n+2) ... (n+k) > n!(n+ I)t, wiec

I m
> mn! ---- = ---o

(n+ 1)! n+ I

Gdy n > 4, wszystkie czlony otrzymanych nierównosci sa liczbami
z przedzialu (O, n/2) i z monotonicznosci funkcji sinus w tym

2n m
przedziale wnosimy, ze sin -- < sin2nn!r. < sin --, co mozna

n+1 II
przepisac w postaci

sint
Stad, w mysl znanego wzoru lim -- = I, na mocy twierdzenia

1..•0 t
o trzech ciagach,

lim nsin(men!) = lim nsin(mn!r.) = m.
n-+c::o n_co

51. Skorzystamy z przedstawienia liczby e w postaci sumy
szeregu:E l/n!. Niech $. oznacza II-ta sume czesciowa, ar. = e-$II
reszte. zatem

50. Oznaczmy przezO i r srodek i promien kola, a przez
x i y miary polówek katów AOD i AOB. Mamy wiec: x > O,

y> O, x+y < n, 1:AOl1'= 2x, 1:AOB = 2y,
1:COB = 1: COD = ;t- (x+ y), 1:AOC = 1:AOD+ 1: COD =

= n+ x- y, skad AD = 2rsinx, AB = 2rsiny,
AC = 2rsin(n+x- y)/2 = 2rcos(x- y)/2. Wobec tego

1
-(AD+AB) = r(sinx+siny) =
2

x+y x-y x-y= 2rsin -- cos -- < 2rcos -- = AC.
2 2 2

Ustalmy m i niech T oznacza czesc trójkata utworzona przez
wiersze o numerach odO do 2"'-1. Wówczas w wierszach od

2'" do 2"'+1-1 tworza sie dwa rozlaczne trójkaty, identyczne zT,
ich wierzcholkami sa wspomniane skrajne jedynki wiersza 2•••.
Trójkaty te oddzielone sa blokiem zlozonym z samych zer. Zatem
liczba jedynek w kazdym wierszu, którego numer nie jest postaci
2"', jest równa podwojonej liczbie jedynek w pewnym wierszu
wczesniejszym. Stad przez latwa indukcje wynika, ze liczba jedynek
N. w kazdym wierszu jest potega dwójki. Jesli terazp. - N. równa
sie ± I lub O, to n = N.+P.-I = 2N.+ (P.-N.)-I jest liczba
postaci 2t lub 2t-I lub 2t-2. Dla takich n, odpowiednio, n-ty
wiersz jest typu 1000... 0001, 1111...lll, 10101. .. 101. Stad
odpowiedz: a) równoscp. = N. jest niemozliwa, b)p. = N.+ I
tylko dla n = 4, c) P. = N.-I dla n = 2t-2, k = 1,2,3, ...

w zwyklym trójkacie Pascala sa, odpowiednio, liczby parzyste
i nieparzyste. W kazdym wierszu, którego numer jest potega
dwójki, wszystkie wyrazy - z wyjatkiem skrajnych jedynek - sa
zerami (czyli wartosci symbolu Newtona"n nad k" dla n = 2"',
O < k < n, sa parzyste - pomijamy prosciutki dowód tego faktu).

{2 gdy 1 < a < el'o
1 gdy a = el!O
O gdy a > el!"J3 gdy O < a < e-oh gdy e-o..; a < 1

n n

= 3 [2. L(;)(~r-L(;)]:[(2.-1)(2.-2)] =k=l k=l

= 3 [2. (( 1+ ~r-I) - (2· -1) l[(2· - 1)(2· - 2)] =
= [3(3·-2·+1+1)]:[(2·-1)(2·-2)].

Dla n = 6 wynik równa sie w przyblizeniu 0,46236559 .. , a wiec
nieco bardziej prawdopodobne jest wybranie trójkata
ostrokatnego.

49. Podany obok schemat przedstawia trójkat Pascala napisany
modulo 2: zera i jedynki znajduja sie na tych pozycjach, gdzie

ll l
l O ll l l l

l O O O l

l l O O l l
l O l O l O l

10000001

Rozwiazania zadan z numeru 3/1983

Uwaga. Zadanie to ma wyrazny zwiazek z zadaniami 13 i 25
("Delta" 1/1982 i 7/1982 - teksty,"Delta" 5/1982 i 11/1982-
rozwiazania); badanie liczby pierwiastków równaniaa" = log.x
stanowilo jedna z metod rozwiazania obu tamtych zadan.

47. Niechj. bedzie liczba, której zapis dziesietny sklada sie
z n jedynek, ar. - reszta z dzieleniaj. przez N (gdzie N jest
dana liczba naturalna). Poniewaz resztyr. maja tylko skonczenie
wiele wartosci, w ciagu tych reszt musza wystepowac powtórzenia.
Niech wiec r. = r•••, n > m. Róznica j. - j •••jest wtedy liczba
podzielna przezN, a jej zapis sklada sie zn - m jedynek i m zer.

48. Podamy rozwiazanie w przypadku kostkil" (dowolnego
wymiaru). Niech A, O, B beda trzema wierzcholkami tej kostki
takimi, ze 1:AOB = 90°. Wybierzmy uklad wspólrzednych tak, by
punkt O byl jego poczatkiem, a pozostale wierzcholki kostki /.
byly punktami o wspólrzednychO i l. We wspólrzednych punktów
A i B jedynki wystepuja na róznych pozycjach, bo tylko wtedy
iloczyn skalarny wektorów6A i OBjest zerem. Zatem trójkatów
prostokatnych o wierzcholkach w rogach kostki1", z katem
prostym przy wierzcholku O, jest tyle, na ile sposobów mozna
wybrac dwa rozlaczne niepuste podzbiory zbioru numerów

{I, ...,n}. Liczba ta równa sie ~± (II) (2·-t -I).k=l k

(uzasadnienie: k numerów mozna wybrac na (;) sposobów,
a sposród pozostalychn-k numerów mozna wybrac podzbiór

niepusty na2· - t-I SPOSObÓW).Mnozymy teraz te liczbe przez
2· (bo tyle wierzcholków ma kostka1", a w kazdym z nich

mozna umiescic punktO) i dzielimy przez (~.), czyli liczbe
wszystkich trójkatów mozliwych do utworzenia. Otrzymany iloraz
jest prawdopodobienstwem wybrania trójkata prostokatnego:
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