Liga zadaniowa Wydzialu Matematyki, Informatyki i Mechaniki

Gackonts Llgt madanton) MLb ™ Uniwersytetu ‘Warszawskiego
po uwzglednieniu ocen roswigzar - .s - M
zaday; g numeru 11/1982 1 Redakc_ll 5)D01ty, = 4 4
&

Edward Orzechowski - Warszawa 45,01pkt

Zbigniew Bartold - Gdynia s3,43pce  SKrot regulaminu
Pawel HKamifski ~ Warszawa 42,4Tpkt
Marek Gatecki - Milandwek  35,50pkt

Dariusz Sowizdrzal - Szezecin 32,20pkt Kazdy moze nadsyla¢ rozwigzania zadan z numeru # w terminie do konca miesigca n+ 2. Szkice rozwigzan
Krzysztof Trautman - Warsgawa 28,04pkt zamieszezamy w nr. n+4. Mozna nadsyla¢ rozwigzania trzech, dwoch lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartee),

Artur 3molezyk - Tarnéw Op, 24,06pkt MOZna to robi¢ co miesiac lub z dowolnymi przerwami. Oceniamy zadania w skali od 0 do | z dokladnoscig do 0,1.
¥ariusz Fisger - Duszniki %d,23%,:2pkt Ocene mnozymy przez
i & numeru 12/1982 _ suma ocen za rozwigzania danego zadania

liczba oséb, ktére nadeslaly choé jedno rozwigzanie z numeru

Pawel Kamifskl - Warssawa 49,10pkt .
C iy i tyle punktéw otrzymuje nadsylajacy. Po zgromadzeniu 44 punktdw (w dowolnym czasie) zostaje on crlonkiem Klubu,
Zbigniew Bartold - Gdynia 43,43pkt i 3 Z
: a nadwyzka punktdw jest zaliczana do ponownego udziatu. Trzykrotne cztonkostwo — to tytul Weterana,
Marek Gareaki = Milandwek  42,42pkt L

Ligg organizuje Wydzial Matematyki, Informatyki i Mechaniki Uniwersytetu Warszawskiego, oraz nasza Redakcja.

Dardusz Sowigdrzat - Sgegecin 38, 83pkt Szczegblowy regulamin zostal wydrukowany w nr, 9/1981.

Ergysztof Trautman - Warszawa 32,51pkt

Artur Smolozyk = Tarndéw Op. 29,84pkt b 4
Mariusz Fiszer - Dusezniki 2d,.27,28pkt K]u 4
Jerzy Janowlez - Dolestawiec 26,920kt proypominamy treéé zadad z nr. 2 i 3/1983 Redaguje dr Marein E. KUCZMA

Woapdtezynniki trudnodci szadad:
37 33 39 40 41 42 46. lle pierwiastkow ma réwnanie a* = loggx?
1,85 1,43 2,67 2,7 2,86 2,70 47, Dowiesé, ze kazda liczba naturalna ma wielokrotnosé, ktorej zapis dziesigtny sklada sie tylko z zer i jedynek.
48. Sposrdd wierzcholkdw szedciowymiarowej kostki /¢ wybrano losowo trzy. Co jest bardziej prawdopodobne: czy

W Elubie 44 gnale#li sig Kolejni ¢ i
utworzg one trojkat ostrokatny czy prostokatny?

aj

uczestnicy Konkursu llgowego: pan Edward

49, W n-tym wierszu trojkata Pascala jest P, liczb parzystych i N, liczb nieparzystych. Znalezé wszystkie wartodei #, dla

Orgechowski i pan Pawei Kaminaki -'obaj]
2 Warssawy., Witamy - i czekamy na ktérych a) Py = N, B) Py = Np+1,0) Py = Ny— 1. i
nas tepnych. 50. W czworokgcie 4 BCD wpisanym w kolo boki BC i CD sg réwnej dlugosci. Dowiedd, ze przekgtna AC jest diuzsza
Pan Jerzy Janowicz jest jui sa piimetiiem od —;-(AB+AD).
"drugiego okrgfenia" |

51, Obliczyé lim nsin(2men!),
Nestepna "podwdjna" tabela w nr. 8/1983 H— 0
Rozwiazania zadan z numeru 2/1983 46. Lemat. Funkcja @(r) = (1/)Int w przedziale 0 < 1 < e rosnie

~ od —oo do l/e, a w przedziale e < t < 00 maleje od 1/e do 0.
£ W punkcie r = e osiaga swa wartos¢ maksymalng rowna 1/e.
K (Dowod banalny przy uzyciu rachunku roézniczkowego).

- Rozwiazanie zadania w przypadku, gdy a > 1. Niech f(x) = a*.
Wowcezas f~'(x) = log,x. Kazdy punkt staly funkcji f (czyli taki
punkt x, ze f(x) = x) jest pierwiastkiem rownania f(x) = f~(x).
Innych pierwiastkow nie ma; wynika to z wypuklosci f i wkleslosci

f [~ (szczegoly pomijamy — patrz rysunki). Punkty stale funkcji /
| to pierwiastki rownania (1/x)Inx = Ing. Z lematu wynika, ze

Bl ciin o f\f-' réwnz?nic to ma dwa picrwias.tvki, gdy.lna.< l{e, ma jeden

0 1 pierwiastek, gdy Ina = 1/e, nie ma pierwiastkow, gdy Ina > 1/e

(czyli, odpowiednio, gdv a < €'/%, a = e''%, g > e!/).

i

a>el/e (a=15)

f £\ (e Rozwiazanie zadania w przypadku, gdy 0 < @ < 1. Dane
rownanie jest rownowazne rownaniu g(x) = 0, gdzie
1 ! g(x) = a*—log,x = e “*+(l/c)Inx, ¢ = —Ina > 0. Granice

funkcji g przy x —» 0+ i x —» 4 00 wynoszg odpowiednio — o0
i + 00, zas jej pochodna rowna sie

f > 1 1 T:1 In¢
g'(x) = —ee™ "+ — = —| — —p(e) (tp(r) =—.
1 cxX X i t
1 el (al444) i ; ; ; .
L il 0 1 Jesli ¢ < e (czyli a = ¢™%), to zgodnie z lematem wyrazenie
a=e® (=0,066) #

7 . w nawiasie kwadratowym jest nieujemne (dodatnie poza co
najwyzej jednym punktem), zatem funkcja g jest $ciSle rosnaca
i rownanie g(x) = 0 ma dokladnie jeden pierwiastek.
) 1 / Jesli ¢ > e (czyli a < e™%), to na mocy lematu wyrazenie
Allet w nawiasie kwadratowym jest ujemne w pewnym przedziale (x«, f),
£ a dodatnie poza {«, 1>, zatem funkcja g jest monotoniczna
(rosngca—malejaca—rosnaca) w przedzialach (0, ), (x, f),
(i, o0) i rownanie g(x) = 0 ma nie wiecej niz trzy pierwiastki.
£ Aby sie przekona¢, ze ma ono dokladnie trzy pierwiastki,
. wystarczy znaleZ¢ punkty x,, x; takie, ze 0 < x;, < x;,

£ ) f P glx,) > 0 > g(x,). Otoz warunki te spetniajg na przyklad liczby

t<a<eV®  (a=14) = , ¥, = 1/e, x; = (), bowiem g(x,) = (1/e)—g(c) > 0,
0 ! O<a<e® (a=003) ¢ 2(x2) = (1/e)In(ep(c)) < 0; napisane nieréwnosci wynikaja
Wykresy funkeji fix) = a* i f~¥(x) = log, v dla roznych wartosci parametry o natychmiast z lematu.

i £




Reasumujgc: Liczba pierwiastkéw rozwazanego roOwnania wynosi

2gdy 1 <a<e'®

1 gdy a = e'/*

0 gdy a > e'/*

Uwaga. Zadanie to ma wyraZzny zwiazek z zadaniami 13 i 25
(,,Delta 1/1982 i 7/1982 — teksty, ,,Delta™ 5/1982 i 11/1982 —
rozwigzania); badanie liczby pierwiastkéw rownania ¢ = log, x
stanowito jedna z metod rozwigzania obu tamtych zadan.

JgdyO<a<e™®
lgdye"<a<l

47. Niech j, bedzie liczba, ktorej zapis dziesietny sklada sie

z n jedynek, a r, — reszta z dzielenia j, przez N (gdzie N jest

dang liczba naturalng). Poniewaz reszty r, majg tylko skoriczenie
wiele wartosci, w ciggu tych reszt musza wystgpowac powtorzenia.
Niech wiec ry = rw, n > m. Roznica j,—jn jest wtedy liczba
podzielna przez N, a jej zapis sklada si¢ z n—m jedynek i m zer.

48. Podamy rozwiazanie w przypadku kostki I" (dowolnego
wymiaru). Niech A, O, B beda trzema wierzchotkami tej kostki
takimi, ze ¥ AOB = 90°. Wybierzmy ukiad wspolrzednych tak, by
punkt O byl jego poczatkiem, a pozostale wierzcholki kostki I"
byly punktami o wspotrzednych 0 i 1. We wspotrzednych punktow
Ai BJedynkl wystepuja na réznych pozycjach, bo tylko wtedy
iloczyn skalarny wektorow OAi OB jest zerem. Zatem trojkatow
prostokatnych o wierzchotkach w rogach kostki I”, z katem
prostym przy wierzchotku O, jest tyle, na ile sposob6w mozna
wybra¢ dwa rozlaczne niepuste podzbior)fr zbioru numerdw

£ (e

(Uz.asadnienie: k numeréw mozna wybraé na (k) sposobow,

{1, ..., n}. Liczba ta rowna SIQ

a sposrod pozostalych n—k numerow mozna wybra¢ podzbior
niepusty na 2"~ *—1 sposobéw) . Mnozymy teraz te liczbe przez
2" (bo tyle wierzcholkoéw ma kostka I, a w kazdym z nich
mozna umiesci¢ punkt O) i dzielimy przez (2;) , czyli liczbg

wszystkich trojkatow mozliwych do utworzenia. Otrzymany iloraz
jest prawdopodobienistwem wybrania trojkata prostokatnego:

CEPALE

ST £ -
3[2" ((1+ %)"—l)-(Z'vl)]:[(z'—l)(?."—z)] =

= [3(3"-2""'+1:[(2"-1)(2"-2)].

Dla n = 6 wynik réwna si¢ w przyblizeniu 0,46236559.., a wiec
nieco bardziej prawdopodobne jest wybranie trojkata
ostrokatnego.

Il

Rozwiazania zadan z numeru 3/1983

49. Podany obok schemat przedstawia trojkat Pascala napisany
modulo 2: zera i jedynki znajduja si¢ na tych pozycjach, gdzie

w zwyklym trojkacie Pascala sg, odpowiednio, liczby parzyste

i nieparzyste. W kazdym wierszu, ktorego numer jest potgga
dwbjki, wszystkie wyrazy — z wyjatkiem skrajnych jedynek — sg
zerami (czyli wartosci symbolu Newtona ,,n nad k”' dla n = 2™,

0 < k < n, sa parzyste — pomijamy prosciutki dowdd tego faktu).

Ustalmy m i niech T oznacza czgéc trojkata utworzong przez
wiersze o numerach od 0 do 2™— 1. Wowczas w wierszach od

2™ do 2™*!'—1 tworza si¢ dwa rozlaczne trojkaty, identyczne z T,
ich wierzchotkami sa wspomniane skrajne jedynki wiersza 2™,
Trojkaty te oddzielone sg blokiem zlozonym z samych zer. Zatem
liczba jedynek w kazdym wierszu, ktorego numer nie jest postaci
2™, jest rowna podwojonej liczbie jedynek w pewnym wierszu
wczesniejszym. Stad przez fatwa indukcjg wynika, ze liczba jedynek
N, w kazdym wierszu jest potgga dwojki. Jesli teraz P, — N, réwna
sig +11lub 0, to n = Ny+ Py—1 = 2N,+ (Py—N,)—1 jest liczbg
postaci 2* lub 2¥—1 lub 2*—2. Dla takich n, odpowiednio, n-ty
wiersz jest typu 1000...0001, 1111...111, 10101...101. Stad
odpowiedz: a) réwnosé P, = N, jest niemozliwa, b) P, = N,+1
tylkkodlan=4,c) P, =N,=1dlan=2~2k=1,2,3, ...

50. Oznaczmy przez O i r §rodek i promien kola, a przez

x i y miary polowek katow A0D i AOB. Mamy wiec: x > 0,
y>0,x+y <m £xAOD' = 2x, x AOB = 2y,

¥ COB = £ COD = n—(x+y), ¥ AOC = ¥ AOD+ £ COD =
= w+x—y, skad AD = 2rsinx, AB = 2rsiny,

AC = 2rsin(z 4+ x—»)/2 = 2rcos(x—y)/2. Wobec tego

1
—Z—(AD-i- AB) = r(sinx+siny) =

+y x—y x
os—i-u<2cos

x —
= 2rsin 2 AT

51. Skorzystamy z przedstawienia liczby e w postaci sumy
szeregu 2 1 /n!. Niech s, oznacza n-ta sume czgéciowa, a r, = e—ys,
reszte. Zatem

=’;'klf i Z * Z (n+k)"

k=n+1
sin(2wen!) = sin(2an!s,+ 2znlr,) = sin(27n!r,);

ostatnia rownos¢ bierze sie stad, ze n!s, jest liczba calkowitg.
Poniewaz (n+k)! = n!(n+ 1)(n+2)...(n+ k) > nl(n+1)*, wigc

o0 l <
2:m!r,.=2:m!Z—-——-—
(n+k)!
k=1
. 71 1 1 2
; n n+1 B 1 T n
i n+1
1 2x
> 2! —0——— = —
(n+ 1! n+1

Gdy n > 4, wszystkie czlony otrzymanych nierownosci sa liczbami
z przedzialu (0, 7z/2) i z monotonicznosci funkcji sinus w tym

2n 2n
przedziale wnosimy, ze sin ; < sin2an!r, < sin —, co mozna
n+ n

przepisac w postaci

. 2n o -
sin sin —
n n+ ) .
. — < nsin(2nnlr,) < 27
n+1 2w 7
n+1 n
. . sint . .
Stad, w my$l znanego wzoru lim = 1, na mocy twierdzenia
=0
o trzech ciagach,
lim nsin(2zen!) = lim nsin(2an!r,) = 27
n-o0 n— oo



