
Mówimy, ze figura daje sie zanurzyc w n-wymiarowa przestrzen

euklidesowa E", gdy jest ona homeomorficzna z pewna figura
lezaca wP. Nie kazda figura jednowymiarowa daje sie zanurzyc
w prosta El (na przyklad okrag). Istnieja takze figury
jednowymiarowe, które nie daja sie zanurzyc w plaszczyzneE2

(rys. 3). Okazuje sie jednak, ze kazda figure jednowymiarowa
mozna zanurzyc w trójwymiarowa przestrzen euklidesowaE3•

Wynika to z nastepujacego waznego i glebokiego twierdzenia.

Twierdzenie o zanurzeniu. Kazda figura n-wymiarowa daje sie
zanurzyc w(2n+ 1)-wymiarowa przestrzen euklidesowaE2Q+1.

Rys. 3. Jednowymiarowe figury nie dajace sie zanurzycw plaszczyznie

Zauwazmy, ze zgodnie z definicja figura jest zerowymiarowa
tylko wtedy, gdy ma ona pokrycie dowolnie malymi i
rozlacznymi zbiorami domknietymi. A zatem zerowymiarowa
jest na przyklad kazda figura skonczona, a takze zbiór liczb
wymiernych (lub niewymiernych) na prostej lub na
plaszczyznie. Powiemy, ze domknieta figura lezaca w n-wymiarowej
przestrzeni euklidesowej E"rozcina te przestrzen, gdy po jej

usunieciu z przestrzeni E" pozostala czesc przestaje byc spójna,
tzn. rozpada sie na kilka kawalków. Na przyklad okrag i prosta
rozcinaja plaszczyzneE2 (rys. 4a). Zauwazmy, ze sa to figury
jednowymiarowe. Okazuje sie, ze zadna figura zerowymiarowa
nie rozcina plaszczyzny. Podobnie, powierzchnia kuli, a takze
dowolna plaszczyzna rozcina trójwymiarowa przestrzen
euklidesowa E3 (rys. 4b). Zadna jednak figura jednowymiarowa

nie ma tej wlasnosci. Fakty te wynikaja z nastepujacego
twierdzenia.

Twierdzenie o rozcinaniu. Zadna figura domknieta wymiaru
mniejszego niz n-l nie rozcina E".

a

Rys. 4. Rozcinanie przestrzeni Eli El

Wymienilismy zaledwie kilka twierdzen skladajacych sie na
piekna i bogata teorie wymiaru. Wszystkich zainteresowanych ta
teoria odsylamy do interesujacej i przystepnie napisanej
ksiazeczki R. Dudy pt. ,,0 pojeciu wymiaru" (Biblioteczka
Matematyczna 31, PZWS, Warszawa 1972).

Ruchy Browna (II)

Dr Bogdan CICHOCKI

W poprzednim numerze "Delty" opisalismy zmagania fizyków XIX wieku
z problemem tzw. ruchów Browna. Przypomnijmy podstawowe fakty. W roku
1827 Robert Brown odkryl zygzakowate ruchy wykonywane przez drobne
ziarenka zawieszone w cieczy. Ruchy te obserwowano dla wszystkich. substancji,
o ile zostaly one tak rozdrobnione, ze ziarenka mialy srednice co najwyzej kilku
mikronów. Próby wyjasnienia przyczyn ruchów Browna napotkaly powazne
trudnosci. Wszystkie hipotezy sprowadzajace owe przyczyny do dzialania
czynników zewnetrznych po konfrontacji z doswiadczeniem musialy zostac
odrzucone. Wyjasnienie zagadki na gruncie teorii kinetyczno-molekularnej
równiez wydawalo sie niezadowalajace. Jezeli bowiem przyjmiemy, ze ruchy
Browna sa wynikiem zderzen molekul cieczy z zawieszonymi w niej ziarenkami,
to: po pierwsze, proste oszacowanie wykazuje, ze predkosc, jaka uzyska ziarenko
na skutek jednego zderzenia z molekula cieczy, ma niezwykle mala wartosc; po
drugie, jak sugerowali przeciwnicy hipotezy atomowej, ziarenka sa bombardowane
równomiernie ze wszystkich stron i w rezultacie nie powinny w ogóle sie
poruszac. Co wiecej, jezeli wyliczymy srednia predkosc ziarenek na podstawie
zasady ekwipartycji energii, to uzyskamy wartosc ok. 10 tys. razy wieksza niz
obserwowana w eksperymentach. Tak wygladala sytuacja na przelomie XIX i XX
wieku. Wiek XX przyniósl jednak rozwiazanie zagadki. A oto, jak do tego doszlo.

Pierwszym waznym momentem bylo skonstruowanie przez Siedentopfa
i Zsigmondy'ego w roku 1903 tzw. ultramikroskopu. Zasada dzialania tego
przyrzadu byla bardzo prosta. Od 1868 roku znano zjawisko Tyndalla polegajace na
rozpraszaniu swiatla przez osrodki metne - osrodki, które sa wlasnie omawianymi
przez nas zawiesinami drobnych czasteczek w cieczach i gazach. Wiazka swiatla
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Przez dwa lata (1977/78 i 1978/79)
Polskie Radio nadawalo prowadzona
przez nas audycje Radiodelta.
Dzis Radiodel ty juz nie ma.

Piszemy o tym dlatego, ze niestety
nie ma juz tez wsród nas
Redaktora Jana MalkowBkiego,
który nauczyl naB "jak to sie robi",
jak przygotowac aUdycje, jak mówic,
jak nagrywac.

I za te troskliwa opieke
jestesmy Mu wdzieczni.
I zawsze bedziemy.

Redakcja Delty

Dokladne omówienie tego przykladu znajdzie
Czytelnik w artykule "Rzuc monete. rzuc
monete ...••w Delcie 1/1983.

Schemat ultramikroskopu

padajaca na taki osrodek jest rozpraszana przez czasteczki zawiesiny. Dla
czasteczek kulistych o rozmiarach duzo mniejszych od dlugosci fali padajacejA.

natezenie swiatla rozproszonego jest, zgodnie z prawem Rayleigha,
proporcjonalne do kwadratu objetosci czasteczki i odwrotnie proporcjonalne do
czwartej potegiA.. W ultramikroskopie naczynie z zawiesina oswietlane jest
z boku przez bardzo silna wiazke swiatla, a obserwowane przez zwykly mikroskop
w kierunku prostopadlym do wiazki. Do obserwatora dociera wtedy tylko swiatlo
rozproszone. Na ciemnym tle widoczne sa jasne punkciki wszedzie tam, gdzie
znajduja sie ziarenka zawiesiny. W ten sposób mozna obserwowac ziarenka
o rozmiarach nawet rzedu kilku nanometrów (lnm= 10-3 .um). Niektórych
Czytelników moze ten fakt zaskoczyc. Przeciez wiadomo, ze zdolnosc rozdzielcza
mikroskopu jest co do rzedu wielkosci równa dlugosci fali swietlnej, a ta zawiera
sie w granicach ok. 0,3.um do 0,7 )lm. Nie ma w tym zadnej sprzecznosci.
Ultramikroskop nie pozwala bowiem dostrzec ksztaltów ziarenek, lecz jedynie
stwierdzic ich obecnosc w danym punkcie przestrzeni. Jest to jednak calkowicie
wystarczajace, by sledzic ich ruchy. Przypomnijmy, ze intensywnosc ruchów
Browna wzrastala wraz ze zmniejszeniem sie rozmiarów czasteczek zawiesiny.
Tymczasem ultramikroskop pozwolil na obserwacje ziarenek o srednicy ok.
lOOrazy mniejszej od srednicy tych, które widziano przez zwykly mikroskop.

Eksperymentatorzy drugiej polowy XIX w. mieli powazne trudnosci z uzyskaniem
ilosciowych wyników dla ruchów Browna i poslugiwali sie w zwiazku z tym
glównie subiektywnym pojeciem ich intensywnosci. Teraz dysponowali przyrzadem,
który umozliwil im precyzyjne pomiary. Brakowalo tylko teorii.
Pelna teorie ruchów Browna sformulowano niebawem. W 1905 r. A. Einstein
opublikowal bowiem prace, w której podal prawidlowy opis tych ruchów traktujac
je jako szczególny przypadek procesu dyfuzji i otrzymujac w rezultacie wzór na
.przesuniecie czasteczek zawiesiny. Einstein poslugiwal sie jednak abstrakcyjnym
jak na owe czasy sformulowaniem fizyki statystycznej inie wnikal w mechanizm
.Ijawiska. Mechanizm ten pozostawal w zwiazku z tym dalej niejasny. Ale w rok
pózniej pod wplywem pracy Einsteina wyniki swoich przemyslen przedstawil
M. Smoluchowski. Uzywajac prostych argumentów ostatecznie rozwiklal zagadke.
Przesledzmy szczególy jego rozumowania.

Swoje rozwazania rozpoczal Smoluchowski od odparcia zarzutów Nageliego.
Stwierdzil, ze rzeczywiscie przyrost predkosci ziarenka na skutek zderzenia z jedna
molekula cieczy jest bardzo maly, ale wyciaganie z tego wniosku, iz ziarenko
bedzie stalo w miejscu to blad. Jak sam pisze: "Jest to taki sam blad
rozumowania, jak gdyby czlowiek uprawiajacy gre hazardowa (np. rzucanie
kostki) sadzil, ze nigdy wiekszej straty ani tez wiekszego zysku miec nie bedzie,
niz wynosi stawka na jeden rzut. Wiemy dobrze, ze szczescie i nieszczescie
.Iwykle niezupelnie sie równowaza; ze im dluzej gra trwa, tym wieksza jest
przecietna suma albo wygrana, albo stracona".
Aby uscislic ten argument, Smoluchowski przytoczyl proste obliczenie. Niech
prawdopodobienstwa rzutów korzystnego i niekorzystnego sa równe 1/2.
PrawdopodobienstwoPm otrzymania wn próbach m wyników korzystnych
i n - m niekorzystnych, a zatem nadwyzki2m - n jednych nad drugimi, dane jest
przez rozklad Bernoulli'ego

1 n! 1 (n)Pm = y m!(n-m)! = Y m .
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Dla duzych n : n! ~ (2n)1/1 n,,+l/l e-n Stad znajdujemy, ze sredniav = (12m-ni) wartosci bezwzglednej tej nadwyzki
wynosi

Dla bardzo duzychn stosujac wzór Stirlinga mozna sprowadzic powyzsza srednia
do

Pierwsze rezultaty ilosciowe, jakie otrzymal Swedberg w1907 roku,
potwierdzaly przewidywana przez wzór Einsteina - Smoluchowskiego zaleznosc
od lepkosci osrodka i promienia czasteczek. Decydujace znaczenie mialy jednak
wyniki prac Perrina z roku1908. Perrin udoskonalil znacznie metody pomiarów
opracowujac m.in. metode sporzadzania zawiesin skladajacych sie z ziarenek
o jednakowych rozmiarach. Przyjmujac, ze wzór na sredni kwadrat

v=rJ,
czyli v jest proporcjonalne do pierwiastka kwadratowego z liczby prób.
Ziarenko zawiesiny uderzane jest przez molekuly cieczy srednio1020 razy w ciagu
sekundy. Zatem przecietna nadwyzka uderzen z jednej strony nad uderzeniami
z drugiej strony bedzie w tym czasie1010. Jesli nawet wynik pojedynczego
zderzenia jest bardzo maly, to sumaryczny efekt moze byc znaczny. Ziarenko
bedzie sie poruszac!

gdzie n jest parzyste.
= ~. (2m-n) (n) = ~(n)v 2 ~ 2" m 2" n/2'

m=nj2

Pozostala do wyjasnienia sprawa sredniej predkosci. Aby rozwiklac ten problem,
Smoluchowski postawil na poczatek pytanie: jaki jest tor ruchu czasteczki Browna?
Zauwazmy, stwierdzil, ze czasteczka ta ma ogromna mase w porównaniu z masa
pojedynczej molekuly cieczy. Równiez srednia wartosc jej predkosci jest zgodnie
z zasada ekwipartycji energii bardzo duza. W zwiazku z tym jedno czy kilka
uderzen ze strony molekul cieczy nie jest w stanie zmienic kierunku ruchu
rozpedzonej czasteczki Browna. Bedzie sie ona poruszac po linii prostej przez
bardzo dlugi okres czasu w porównaniu ze srednim czasem miedzy kolejnymi
zderzeniami, który jest rzedu1O-20s. Bedzie sie tak poruszac praktycznie az do
momentu zatrzymania. Po czym, na skutek fluktuacji liczby zderzen z róznych
stron zostanie rozpedzona w innym kierunku itd. Zatem tor jej ruchu bedzie sie
skladal z prostych odcinków ukierunkowanych w sposób chaotyczny. Jezeli
chcielibysmy zmierzyc predkosc ziarenka i porównac ja z wartoscia wynikajaca
z zasady ekwipartycji energii, to musielibysmy zrobic to na jednym z tych
odcinków. Tymczasem, jak oszacowal Smoluchowski, sredni czas ruchu
czasteczki Browna po prostej jest rzedu1O-8s. Ruchu o tak krótkim czasie trwania
nie jestesmy w stanie obserwowac nawet pod ultramikroskopem. Stad
Smoluchowski wyciagnal natychmiast wniosek, ze nie pomiar sredniej predkosci,
ale pomiar sredniego oddalenia sie ziarenka od polozenia poczatkowego moze byc
ilosciowym testem przewidywan teorii kinetyczno-molekularnej. W celu
wyznaczenia tego oddalenia Smoluchowski przyrównal ruch czasteczki Browna do
procesu, który dzis zwiemy bladzeniem przypadkowym. W rezultacie otrzymal
nastepujacy wzór, poprzednio wyprowadzony przez Einsteina,

(r2) = koT t,
3n'fja

gdzie (r2) - sredni kwadrat przesuniecia ziarenka w plaszczyznie obserwacji
w czasiet, a - promien ziarenka,'fj - wspólczynnik lepkosci cieczy,T-
temperatura, kB - stala Boltzmanna równa R/NA (R - stala gazowa, NA -
liczba Avogadro).
Juz wstepna analiia tego wzoru przekonuje nas, ze Einstein i Smoluchowski
znalezli wlasciwe rozwiazanie. Przecietne przesuniecie czasteczki Browna, które
mozna utozsamiac z intensywnoscia jej ruchów, jest bowiem proporcjonalne do
temperatury, odwrotnie proporcjonalne do lepkosci cieczy i rozmiarów czasteczki
oraz nie zalezy od substancji, z której czasteczka jest zbudowana. Dokladnie tak,
jak wynikalo to z ówczesnie dostepnych jakosciowych wyników obserwacji. Nie
musiano ograniczac sie jednak tylko do stwierdzenia tego rodzaju zgodnosci.
Dysponujac ultramikroskopem eksperymentatorzy mogli natychmiast przystapic
do precyzyjnych pomiarów.

W rzeczywistosci, na skutek zastosowania

szeregu przyblizen koncowa wartosc

sredniego kwadratu przesuniecia, która

otrzyma/ Smoluchowski w pracy z 1906r.,
róznila sie od wyniku Einsteina o czynnik

~. W pózniejszych pracach

Smoluchowskiego rozbieznosc ta juz nie
wystepowa/a.

Polozenia czasteczek Browna o srednicy ok.
Ipm rejestrowane co 30 sekund. Kolejnosc
zaznaczono laczac punkty odcinkami. Odcinek
czerwony to calkowite przesuniecie czasteczki
Browna . •
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Schemat ekspuymentu KappIera ze
zwierciadelkiem Smoluchowskiego

a

b

Typowe wyniki eksperymentu KappIera.

Predkosc przesuwania kliszy:

al 0,046 cm/s, hl 0,416 cm/s. Odstep miedzy
sasiednimi liniami poziomymi: a) At = 3,5 s.
hl .11= O,SSJs.

przesuniecia czasteczki Browna jest prawidlowy, wyznaczyl za jego pomoca na
podstawie danych eksperymentalnych liczbe Avogadro. Uzyskany przez niego
wynik: NA = 6,85' 1023• Znane ówczesnie wartosci liczby Avogadro
otrzymywane na zupelnie innej drodze, m.in. przez samego Perrina, wahaly sie
w granicach od 6 .1023 do 7, 1023 (obecnie znamy te liczbe z duza dokladnoscia,
jest ona równa 6,023 .1023). Taka zgodnosc rezultatów musiala przekonac
najzagorzalszych przeciwników hipotezy atomowej. Tak tez sie stalo, Jeden
z glównych oponentów W. Ostwald napisal w 1909 r.: "Doszedlem do
przekonania, ze od niedawna posiadamy doswiadczalny dowód dyskretnej czy
ziarnistej natury materii, którego od setek, a nawet tysiecy lat daremnie szukala
hipoteza atomistyczna".
Rozwazania Smoluchowskiego znalazly jeszcze jedno potwierdzenie w pieknych
doswiadczeniach wykonanych w latach trzydziestych XX w. przez E. Kappiera.
Otóz Kappler przeprowadzil szereg eksperymentów ze zwierciadelkiem zawieszonym
na sprezystej nici. Zwierciadelko takie bombardowane przez czasteczki powietrza
wykonuje niewielkie, chaotyczne drgania, które sa niczym innym jak
odpowiednikiem ruchów Browna. Mozemy je obserwowac w prosty sposób
kierujac na zwierciadelko promien swietlny i rejestrujac na ekranie slad promienia
odbitego. Teorie tego zjawiska opracowal juz wczesniej Smoluchowski.
W porównaniu z teoria "klasycznych" ruchów Browna wymagala ona
uwzglednienia sily sprezystosci nici. W oparciu o rezultaty Smoluchowskiego
i wyniki pomiarów Kappler wyznaczyl liczbe Avogadro z dokladnoscia do 1%.
Ale nie tylko. W miejsce ekranu wstawil bowiem klisze fotograficzna.

Przesuwajac klisze uzyskiwal na niej obraz drgan zwierciadelka w postaci
zygzakowatej krzywej. Im wieksza byla szybkosc przesuwania kliszy, tym wiecej
szczególów w postaci coraz mniejszych zygzaków bylo rejestrowanych. Ale po
osiagnieciu pewnej szybkosci dalsze jej zwiekszanie nie powodowalo juz
wykrywania nowych zwrotów zwierciadelka. To, co Smoluchowskiemu wydawalo
sie niemozliwe, stalo sie faktem. Kappler rejestrowal elementarne ruchy
zwierciadelka - odpowiadajace prostoliniowym ruchom czasteczki Browna!
Mógl zatem wyznaczyc ich srednia predkosc. Wynik zgadzal sie doskonale
z zasada ekwipartycji energii.
Warto wskazac czynniki, które umozliwily ten pomiar. Po pierwsze, osrodkiem
byl bardzo rozrzedzony gaz (cisnieniep = 0,01 mmHg), co spowodowalo
w stosunku do cieczy drastyczne zmniejszenie czestosci zderzen molekul osrodka
z jednostka powierzchni umieszczonego w nim ciala. Poza tym intensywnosc
ruchów Browna zwierciadelka zalezala jedynie od momentu skrecajacego nici.
Zwierciadelko moglo byc zatem bardzo duze (jedyne ograniczenie to wytrzymalosc
nici) i w konsekwencji moglo miec duzy moment bezwladnosci. W przypadku
ziarenka zawieszonego w cieczy tor zakreslany w ciagu 1 sekundy skladal sie
z okolo 108prostych odcinków. W doswiadczeniu Kappiera opisane czynniki
spowodowaly, ze tych odcinków bylo bardzo malo, srednio jeden na kilka sekund.
Mozna je bylo zatem obserwowac.
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Model Friedmana opisalismy wDelcie

S/1982.

Parametr n okresla stosunek efektywnej

energii potencjalnej Ep do energii
kinetycznej ekspansji ek:D = lepl/ek'

Przy D > l W. jest grawitacyjnie zwiazany;
ekspansja po pewnym czasie zostaje

wyhamowana i rozpoczyna sie etap kurczenia.

Przy D ., IW. posiada nie ujemna energie

calkowita i ekspansja trwa wiecznie. Model
n = 1 nosi nazwe "plaskiego", poniewaz

geometria powierzchni stalego czasuw
takim modelu jest plaska (euklidesowa).

Fakt, ze przedzial, w którym zawarta jest

wartosc n, "zaciesnia" sie wokól jednosci

przy t -+ O jest zrozumialy, bowiem z

definicji ID-II = lek+ epl/ek = const/ek.

Ekspansja jest hamowana przez grawitacje,

a zatem przy t ....•.O, EJ[ ....•• 00 i wobec tego
0 ...•1.

Pierwsze dojrzale teorie kosmologiczne (mówiace o powstaniu i rozwoju
Wszechswiata) pojawily sie w latach dwudziestych naszego stulecia. Za swa
podstawe mialy ogólna teorie wzglednosci, a dokladniej modele Friedmana z tej
teorii wyprowadzone. Ogromna popularnosc tematu i wielka ilosc odkryc
astronomicznych sprawily, ze podstawa taka przestala wystarczac. Zaczeto coraz
jawniej postulowac, aby kosmologie oprzec nacalej fizyce i by za stan, od
którego odtwarzamy wstecz minione dzieje Wszechswiata az do jego poczatku,
uznac calosc naszej wiedzy o Wszechswiecie, a wiec nie tylko istnienie galaktyk
czy gwiazd, lecz takze by nie zapominac o tym, ze na Ziemi pojawilo sie zycie.
Slowem, zatadano od kosmologii, aby jej modele byly na tyle precyzyjne, by
przewidywaly równiez zaistnienie kosmologów. Nizej przedstawiamy artykul
o tym, jak ten postulat jest omawiany wsród astronomów.

Zasada Antropiczna,
lub o tym, co zdaniem niektórych wynika z faktu istnienia zycia na Ziemi oraz
o braku dowodów na istnienie zycia na Marsie i innych ciekawostkach
przyrodniczych

Dr Roman JUSZKIEWICZ

Problem warunków poczatkowych

Z obserwacji astronomicznych wnioskujemy, ze Wszechswiat rozszerza sie, tj. ze
gromady galaktyk oddalaja sie od siebie z predkosciaHor, gdzie r oznacza
odleglosc miedzy dana para gromad, aHo - tzw. parametr Hubble'a (H jest
funkcja czasu kosmologicznego t, a wskaznik "o" oznacza obecna wartosc tego
parametru). Wiemy równiez, ze ze wszystkich kierunków na niebie dociera do nas
promieniowanie elektromagnetyczne ciala doskonale czarnego o temperaturze 3 K,
oraz ze Wszechswiat sklada sie w 25% z helu i w 75% z wodoru (pomijajac
sladowe ilosci pierwiastków ciezkich).

Jedynym modelem kosmologicznym, który pozwolil wytlumaczyc (i przewidziec!)
te obserwacje, jest model Friedmana, oparty na zalozeniu, ze cala przestrzen
wypelniona jest materia w sposób jednorodny i izotropowy. Zgodnosc tych
przewidywan z obserwacjami przemawia za tym, ze nasz Wszechswiat
rozpoczal swoje istnienie od wielkiego wybuchul/Ho ~ 20 miliardów lat temu,
oraz ze materia rozmieszczona jest w przestrzeni niezwykle równomiernie - o
tym, ze wielkoskaJowy rozklad materii jest rzeczywiscie jednorodny swiadcza
równiez bezposrednie obserwacje. Najwieksze zageszczenia i "dziury"
w rozmieszczeniu galaktyk w obszarze o promieniu 10 miliardów lat swietlnych,
które udalo nam sie wykryc, nie przekraczaly swymi rozmiarami 200-300
milionów lat swietlnych. Wielkoskalowej symetrii towarzysza odstepstwa od
izotropii i jednorodnosci w "malej" skali« 300 mln lat swietlnych) w postaci
gromad galaktyk, galaktyk i gwiazd.

Model Friedmana wyjasnia, skad wzial sie hel, skad promieniowanie tla oraz
dlaczego ekspansja odbywa sie zgodnie z prawem Hubble'a, nie tlumaczy jednak
dlaczego Wszechswiat jest jednorodny i izotropowy. Symetria jest jednym z
warunków poczatkowych modelu. Poza tym, w ramach okreslenia warunków
poczatkowych nalezy zadac wartosciH oraz tzw. parametru Q w jakiejs ustalonej
chwili czasu.

Problem horyzontu spowodowany jest tym, ze w modelu Friedmana odleglosc r

pomiedzy dwiema czastkami rosnie w miare ekspansji jak-Vi, podczas gdy
"odleglosc do horyzontu" rH, okreslajaca droge przebyta przez swiatlo od chwili
t = O rosnie jak t. W szczególnosci, w chwili wybuchu

dr II drR Idl = 00, dl = const.1=0 1'=0
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