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Rys. . Twierdeenic Menelausa

Rys. 2a, b, Dowdd twierdzenia Menelausa:

zastosuj twierdzenic Talesa do kata D
i widocznych na rysunku prostych
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Rys. 4. Twierdzenie Cevy

Automat do dowodzenia twierdzen
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W szkolnych programach geometrii — nawet w klasach z rozszerzonym programem
matematyki — nie znalazlo si¢ miejsca dla twierdzenia Cevy. Autor artykutu
pragnie wykazaé, Ze niezastuzenie. Proste do zapamigtania, przyjemne w dowodzie

i obfite w ciekawe konsekwencje — czyz moze by¢ lepsze twierdzenie?

Twierdzenie Cevy najlepiej 1aczy¢ z twierdzeniem Menelausa:

Jezeli prosta p przecina boki tréjkata lub ich przediuzenia (nie przechodzac przez
zaden z wierzchotkéw ani nie bedac réwnolegla do zadnego z bokéw), to
w oznaczeniach jak na rys. 1 mamy

iD BE CF
DB EC F4A
Prosciej (i bez wektorow): kazdy z mnozonych ulamkow to stosunek diugosci

odpowiednich odcinkéw wzigty ze znakiem plus, gdy punkt podziatu lezy
wewnatrz boku, a minus, gdy lezy na zewnatrz.

_Banalny dowdd twierdzenia Menelausa widzimy na rys. 2a i 2b.

Prawdziwe jest teZ twierdzenie odwrotne:

Jesli punkty D, E, F leZzace na prostych zawierajacych (odpowiednio) boki 4B,
BC, CA tréjkata ABC spelniaja réwnosé

AD BE cp el
DB EC FA -

— to lezg one na jednej prostej.

Dowdd. Gdyby bowiem prosta DE przecinala 4C w punkcie F’ (rys. 3) réZznym
od F, to w mysl twierdzenia Menelausa byloby

AD BE CF’
DB EC FA

co wraz z zaloZzong rownoscig datoby

a to jest niemozliwe, gdyZ jeden z tych utamkoéw jest wigkszy, drugi zas

b~ mniejszy od jednosci.

A teraz tytulowe:

Twierdzenie Cevy: Przy dowolnym wyborze punktu O wewnatrz lub na
zewnatrz tréjkata (jak na rysunku 4) mamy
AD BE CF

DB EC FA
Dowdd twierdzenia Cevy mozna zamkna¢ krotkim: zastosuj dwukrotnie
twierdzenie Menelausa — najpierw do trojkata ACD przecigtego przez BF,

pozniej do tréjkata BCD i tej samej prostej BF. Otrzymane dwie réwnosci
pomnoéz stronami.

= 1,



Otrzymujemy tez (po identycznym jak dla odwrotnego twierdzenia Menelausa
rozumowaniu)

Twierdzenie odwrotne do twierdzenia Cevy: Jesli punkty D, E, F lezace na
prostych zawierajacych odpowiednio boki AB, BC, CA tréjkata ABC spehniajg
rownosé

AD BE CF

DB EC FA
Rys. 5. Trygonometryczna postaé twierdzenia - - 5 o X A
Cevy: to proste AE, BF i CD przecinajg si¢ w jednym punkcie.
sinay sin f, sinyy
sinag sin fI; siny;y

Odnotujmy jeszcze trygonometryczna postaé twierdzenia Cevy i twierdzenia don
odwrotnego: w oznaczeniach jak na rysunku 5 proste AE, CD i BF s3
wspéipegkowe wtedy i tylko wtedy, gdy

sine; sinf, siny,

sinz, sinfl; siny,

Wynika ona z wersji ,,geometrycznej’’ np. przez zastosowanie twierdzenia
sinuséw. I oto koniec pracy. Teraz zbieramy owoce.

Twierdzenie 1. Trzy dwusieczne katéw tréjkata przecinajg sig w jednym

punkcie.
Rys, 6. Trojkaty ABF i ACD sy podobne,
Wike % = _;“_; . Tréjkaty ABE i DBC s3 Dowd6d — natychmiast wynika ze znanego twierdzenia o stosunku podzialu boku
46 6F przez dwusieczng i twierdzenia odwrotnego do twierdzenia Cevy!
podobne, wige — = —— . Trajkaty BFC
BC DB
{ AEC 8 podobuie, wi.,c_:ig_ - :T(; zwen Twierdzenie 2. Trzy $rodkowe bokéw tréjkata przecinajg si¢ w jednym punkcie.
trzech proporcji wynika, ze AF- BD - EC = A
= AD- BE- FC, a wicc wysokosci tréjkata Dowd6d — blyskawiczny.

przechodzg przez jeden punkt!

Twierdzenie 3. Trzy wysokosci trojkata przecinajg si¢ w jednym punkcie.
Dowdd — szybki; znéw stosujemy twierdzenie odwrotne do Cevy (rys. 6).

Twierdzenie 4. Proste laczace wierzchotki tréjkata z punktami stycznosci okregu
wpisanego przecinajg si¢ w jednym punkcie (jest to tzw. punkt Gergonne'a).

Dowdd — bagatelka (patrz rys. 7).

Twierdzenie 5. Proste faczace wierzcholki trojkata z punktami stycznosci okregow
Kaa 7 Punkt Gergonnela trdikata ABE dopisanych (rys. 8) przecinaja si¢ w jednym punkcie (zwanym punktem Nagela).

Dowdéd — juz jest.

Twierdzenie 5a. Podobnie, tylko troche inaczej (rys. 9).
Twierdzenie 5b. I jeszcze trochg inaczej (rys. 10).

Hys. 8. Poniewaz AF = BE, AD = CL

i FC = DB, wiec proste lgczace wierzcholki
tréjkata z punktami stycznosdci okrggow
dopisanych przecinajg si¢ w jednym punkcie N.

Rys. 10



Rys. 11. Z rownosci zaznaczonych katéw
it yeenej postaci twierdzeni
odwrotnego do twierdzenia Cevy wynika, 2e
trzy symediany tréjkqta przecinajg sie

w jednym punkeie.

Twierdzenie 6. Nazwijmy symedianq (symetryczna mediang, mediana =

= Srodkowa) odbicie symetryczne srodkowej w dwusiecznej wychodzacej z tego
samego wierzchotka tréjkata, Wéwezas:

Trzy symediany tréjkata przecinaja si¢ w jednym punkcie (zwanym punktem
Lémoine'a lub punktem Grebesche'a).

Dowéd. Samo wychodzi z twierdzenia odwrotnego do Cevy w wersji
trygonometrycznej (rys. 11).

I o tak §licznym twierdzeniu nie wspomina si¢ teraz w szkole! Stowo ,,teraz”’
zostalo uzyte rozmySlnie: prawie potowe artykutu ,,$ciagneliémy*’ ze znanego
w latach dwudziestych i trzydziestych podrecznika Jana Zydlera.

A teraz nieco trudniejsze zadanie: udowodnié nastepujace twierdzenie Pascala:

Jesli przeciwlegle boki szesciokata 4 BCDEF wpisanego w okrag przecinaja sie
w punktach L, M, N, to punkty te leza na jednej prostej.

Dowdd. Oznaczmy przez U punkt przecigcia prostych EF i CD, przez ¥V — punkt
przecigcia AB i EF, przez W punkt przecigcia AB i CD. Stosujac twierdzenie
Menelausa do tréjkata UVW i, kolejno, prostych ED, AF, BC, a potem mnoZac
otrzymane réwnosci otrzymujemy, ze dziewie¢ ulamkoéw daje w iloczynie {—1).
Poniewaz jednak

VA-VB = VE-VF
* WA- WB = WC- WD

UE: UF = UC- UD,
wigc -g ’ —F—Ei . g— = —1. Punkty L, M, N w my§l odwrotnego twierdzenia

LW MU NV

Menelausa leza na prostej.

Sadzimy, Ze Czytelnik potrafi przeprowadzi¢ dowdd w przypadku, gdy rysunek
wyglada inaczej niz rys. 12 i wie, skad wzigly si¢ réwnosci (¥).

Redaguje mgr Krzysztof S. NOWINSKI

M 331. Uogélni¢ znany wzér |4 U B| = |A| + |B| — |A n B| na przypadek sumy r zbioréw.
(Symbol |X| oznacza liczbg elementéw skoriczonego zbioru X).
Rozwiazanie na str. 13

M 332. Niech p(n) bedzie liczba mniejszych od n liczb naturalnych wzglednie pierwszych z
n(n > 1). Niech py, ..., pn beda czynnikami pierwszymi n. Wykazaé, ze

o) (]
=n(1-—): .. - {1=-—]}.
¢ P Pm

M 333. Udowodni¢, ze jezeli o(n) jest suma wszystkich naturalnych dzielnikéw liczby n (n > 1),
to g(ma(n) < n*. Wykazaé, ze dla kazdej liczby & > 0 istnieje n takie, ze g(m)o(n) > n*(1— &).
Rozwigzanie na str. 12

Rozwigzanie na str. 11

Redaguje mgr Tomasz TRATKIEWICZ

F 136. Na poziomej powierzchni z tarciem (wspolczynniki tarcia statycznego i kinetycznego sa
rowne i wynosz f) spoczywa klocek (masa m) przytwierdzony do sprezyny o stalej

sprezystoéci k. Drugi koniec sprezyny jest unieruchomiony, a ona sama zajmuje polozenie
poziome i nie jest napigta. O ile nalezy przesuna¢ klocek wzdluz osi sprezyny, aby po

puszczeniu powrdcit do pierwotnego polozenia? Opér powietrza oraz tarcie wewngtrzne sprezyny
mozemy pomingé.

Rozwiazanie na str, 15



