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W szkolnych programach geometrii - nawet w klasach z rozszerzonym programem
matematyki - nie znalazlo sie miejsca dla twierdzenia Cevy. Autor artykulu
pragnie wykazac, ze niezasluzenie. Proste do zapamietania, przyjemne w dowodzie
i obfite w ciekawe konsekwencje - czyz moze byc lepsze twierdzenie'?

Twierdzenie Cevy najlepiej laczyc z twierdzeniem Menelausa:
Rys. I. TwiadLenie Menelausa

A

Rys. 2a, b. Dowód twierdzenia Menelausa :

zastosuj twierdzenie Talesa do kataD
i widocznych na rysunku prostych

CF I
równoleglych np. FA = k'

CF FA
--===:;- - ~,
CF' F'A

czyli

co wraz z zalozona równoscia daloby

CF CF'
-.=::::::;--~,
FA F'A

a to jest niemozliwe, gdyz jeden z tych ulamków jest wiekszy, drugi zas
mniejszy od jednosci.

Prosciej (i bez wektorów): kazdy z mnozonych ulamków to stosunek dlugosci
odpowiednich odcinków wziety ze znakiem plus, gdy punkt podzialu lezy
wewnatrz boku, a minus, gdy lezy na zewnatrz.

Jesli punkty D, E, F lezace na prostych zawierajacych (odpowiednio) bokiAB,
BC, CA trójkata ABC spelniaja równosc

AD . BE . CF = -l,
DB EC FA

Jezeli prostap przecina boki trójkata lub ich przedluzenia (nie przechodzac przez
zaden z wierzcholków ani nie bedac równolegla do zadnego z boków), to
w oznaczeniach jak na rys. l mamy

AD . BE . CF = _ l
DB EC FA .

Dowód. Gdyby bowiem prostaDE przecinala AC w punkcie F' (rys. 3) róznym
od F, to w mysl twierdzenia Menelausa byloby

AD . BE . CF' = _ I
DB EC F'A '

Prawdziwe jest tez twierdzenie odwrotne:

_ Banalny dowód twierdzenia Menelausa widzimy na rys. 2a i 2b.

- to leza one na jednej prostej.

D
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Rys. 3

A teraz tytulowe:

c

A

Rys. 4. Twierdzenie Cevy

Twierdzenie Cevy: Przy dowolnym wyborze punktuO wewnatrz lub na
zewnatrz trójkata (jak na rysunku 4) mamy

AD . BE . CF _ l
DB EC FA - .

Dowód twierdzenia Cevy mozna zamknac krótkim: zastosuj dwukrotnie
twierdzenie Menelausa - najpierw do trójkataACD przecietego przezBF,
pózniej do trójkata BCD i tej samej prostejBF. Otrzymane dwie równosci
pomnóz stronami.
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Otrzymujemy tez (po identycznym jak dla odwrotnego twierdzenia Menelausa
rozumowaniu)

Twierdzenie odwrotne do twierdzenia Cevy: Jesli punktyD, E, F lezace na
prostych zawierajacych odpowiednio bokiAB, BC, CA trójkata ABC spelniaja
równosc

AD . B~ . CF = l,
DB EC FA

Rys. S. Trygonometryczna postac twierdlenia

Cevy: to proste AE, BF i CD przecinaja sie w jednym punkcie.

sinClls~nP1S~nYl = 1.
sinoX2 sm {Jl Sin Yl

A

c
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Odnotujmy jeszcze trygonometryczna postac twierdzenia Cevy i twierdzenia don
odwrotnego: w oznaczeniach jak na rysunku 5 prosteAE, CD i BF sa
wspólpekowe wtedy i tylko wtedy, gdy

sinoc( sinP! sinYt l---'---'--- -
sinocl sinPl sinY2 - .

Wynika ona z wersji "geometrycznej" np. przez zastosowanie twierdzenia
sinusów. I oto koniec pracy. Teraz zbieramy owoce.

Twierdzenie l. Trzy dwusieczne katów trójkata przecinaja sie w jednym
punkcie.

Rys. 6. TrÓjkaty ABF i ACD sa podobne,

AB AF Ó· . D
wiec AC = AD' Tr Jkaty ABE I BC sa

b . AB BE 'k
podo ne, WIeCBC = DB' TrÓj aty BFC

. BC FC
IAEC sa podobne. WleCA"C = EC' Z tych

trzech proporcji wynika, zeAF· BD . EC =
= AD' BE' FC, a wiec wysokosci trójkata

przechodza przez jeden punkt!

Dowód - natychmiast wynika ze znanego twierdzenia o stosunku podzialu bolcu
przez dwusieczna i twierdzenia odwrotnego do twierdzenia Cevy!

Twierdzenie 2. Trzy srodkowe boków trójkata przecinaja sie w jednym punkcie .

Dowód - blyskawiczny.

Twierdzenie 3. Trzy wysokosci trójkata przecinaja sie w jednym punkcie.

RY<j. 7. Punkt Gergonne'(J tr6jk ••ta ABC

A B

Dowód - szybki; znów stosujemy twierdzenie odwrotne do Cevy (rys. 6).

Twierdzenie 4. Proste laczace wierzcholki trójkata z punktami stycznosci okregu
wpisanego przecinaja sie w jednym punkcie (jest to tzw. punktGergonne'a).

Dowód - bagatelka (patrz rys. 7).

Twierdzenie 5. Proste laczace wierzcholki trójkata z punktami stycznosci okregów
dopisanych (rys. 8) przecinaja sie w jednym punkcie (zwanym punktemNagela).

Dowód - juz jest.

Twierdzenie 5a. Podobnie, tylko troche inaczej (rys. 9).
Twierdzenie 5b. I jeszcze troche inaczej (rys. 10).

Rys. 8. Poniewaz AF ;, BE, AD = CL

i FC = DB, wiec proste laczace wierzcholki

trójkata z punktami stycznosci okregów

dopisanych przecinaja sie w jednym punkcieN.

A

Rys.9

2

8 o
Rys. 10



c Twierdzenie 6. Nazwijmysymediana(symetryczna mediana, mediana=
= srodkowa) odbicie symetryczne srodkowej w dwusiecznej wychodzacej z tego
samego wierzcholka trójkata. Wówczas:
Trzy symediany trójkata przecinaja sie w jednym punkcie (zwanym punktem
Umoine' alub punktem Grebesche'a).

Dowód. Samo wychodzi z twierdzenia odwrotnego do Cevy w wersji
trygonometrycznej (rys. 11).

I o tak slicznym twierdzeniu nie wspominasie teraz w szkole! Slowo "teraz"
zostalo uzyte rozmyslnie: prawie polowe artykulu ,;sciagnelismy" ze znanego
w latach dwudziestych i trzydziestych podrecznika Jana Zydlera.

Rys. 11. Z równosci zaznaczonych katów
itrygonometrycznej postaci twierdzenia

odwrotnego do twierdzenia Cevy wynika, ze

trzy symediany trójkata przecinaja sie
w jednym punkcie.

A teraz nieco trudniejsze zadanie: udowodnic nastepujacetwierdzenie Pascala:

Jesli przeciwlegle boki szesciokataABCDEF wpisanego w okrag przecinaja sie
w punktach L, M, N, to punkty te leza na jednej prostej.

Sadzimy, ze Czytelnik potrafi przeprowadzic dowód w przypadku, gdy rysunek
wyglada inaczej niz rys. 12 i wie, skadwziely sie równosci (*).

. Vi WM UN l Pk' d .. d .WIeC-=- .-=- .-=::;- = - . un ty L, M, N w mysIo wrotnego tWIer zenIaLW MU NV

Menelausa leza na prostej.

Dowód. Oznaczmy przezU punkt przeciecia prostychEF i CD, przez V - punkt
przecieciaAB i EF, przez W punkt przecieciaAB i CD. Stosujac twierdzenie
Menelausa do trójkataUVW i, kolejno, prostychED, AF, BC, a potem mnozac
otrzymane równosci otrzymujemy, ze dziewiec ulamków daje w iloczynie (-l).
Poniewaz jednak

Vi· VB= VE' Vii
WA' WB= WC,WB

UE· UF = ue· fjjj,
(*)

Rys. 12
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_Zadania Redaguje mgr KrzysztofS. NO WINSKI

M 331. Uogólnic znany wzórlA uBI = lAI + IBl - lA nBI na przypadek sumy n zbiorów.
(Symbol lXI oznacza liczbe elementów skonczonego zbioruX).
Rozwiazanie na str. 13

M 332. Niech rp(n) bedzie liczba mniejszych od n liczb naturalnych wzglednie pierwszych z
n(n> l). Niech Pl, ... ,Pmbeda czynnikami pierwszymin. Wykazac, ze

Rozwiazanie na str.11

M 333. Udowodnic, ze jezeliu(n) jest suma wszystkich naturalnych dzielników liczby n (n> l),
to rp(n)u(n) < n2• Wykazac, ze dla kazdej liczbye > O istnieje n takie, zerp(n)u(n) > n2(1- e).
Rozwiazanie na str. 12

Redaguje mgr Tomasz TRATKIEWICZ

F 136. Na poziomej powierzchni z tarciem (wspólczynniki tarcia statycznego i kinetycznego sa
równe i wynosza/) spoczywa klocek (masam) przytwierdzony do sprezyny o stalej
sprezystoscik. Drugi koniec sprezyny jest unieruchomiony, a ona sama zajmuje polozenie
poziome i nie jest napieta. O ile nalezy przesunac klocek wzdluz osi sprezyny, aby po
puszczeniu powrócil do pierwotnego polozenia? Opór powietrza oraz tarcie wewnetrzne sprezyny
mozemy pominac.
Rozwiazanie na str. 15

3


