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Nie kazda funkcja ciagla jest rózniczkowalna. Odpowiedni
przyklad kazdy poda. Ale "na pewno" punkty
nierózniczkowalnosci takiej funkcji beda izolowane. Jeszcze
w 1806 r. Ampere próbowal udowodnic, ze funkcja ciagla musi
byc rózniczkowalna wszedzie poza pojedynczymi punktami.

Inni autorzy (np. Cauchy) byli bardziej ostrozni i gdy
potrzebowali, to zakladali dodatkowo rózniczkowalnosc funkcji
ciaglej.

Bernard Riemann (1826-1866) byl jednym z
najwszechstronniejszych matematyków XIX wieku. Jego prace
dotycza analizy matematycznej, teorii liczb, geometrii, teorii
funkcji, mechaniki i fizyki matematycznej i w co najmniej
czterech z tych dziedzin znajda sie fundamentalne odkrycia
laczone z jego nazwiskiem. Starczy wymienic calke Riemanna,
warunki Cauchy'ego-Riemanna holomorficznosci funkcji,
funkcje C Riemanna w teorii liczb,
metryke riemannowska na rozmaitosciach rózniczkowych czy

wreszcie geometrie Riemanna I!a plaszczyznie.

Chcemy tu opisac dwie funkcje badane przez Riemanna. Pierwsza
z nich to opisana w pracy habilitacyjnej (1854) funkcja, która
miedzy dowolnymi dwoma punktami, chocby bardzo bliskimi,
jest nieciagla nieskonczenie wiele razy, jest jednakze calkowalna.

w § 6 dysertacji Riemann pisze (symbolika oryginalna -

przeklad autora artykulu): "Funkcji takich nikt jeszcze nie badal,
dlatego wygodnie bedzie nam wyjsc od okreslonego przykladu.
Oznaczmy dla kr{Jtkosci przez(x) róznice miedzyx a najblizsza
mu liczba calkowita, lub, jeslix lezy akurat w srodku odcinka
pomiedzy dwiema kolejnymi liczbami calkowitymi, to srednia
arytmetyczna z liczb 1/2 i - 1/2, tj. zero; niech nastepnien
oznacza dowolna liczbe calkowita,p - liczbe nieparzysta.
Wtedy, jak latwo pojac, szereg
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bedzie zbiezny przy wszelkiej wartoscix; suma jego przybliza sie
do okreslonej granicy, kiedy argument przybliza sie do wartoscix,
stale malejac lub stale rosnac. Mianowicie, w przypadku, gdy

x = :n (przy czymp i n sa wzglednie pierwsze), jest
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jednakowoz we wszystkich pozostalych przypadkach

f(x+O) =f(x),j(x-O) =f(x).

I tak oto funkcjaf(x) ma punkty nieciaglosci dla tych
wszystkich wymiernych wartoscix, które mozna przedstawic
w postaci ulamka nieskracalnego, majacego parzysty mianownik;
wobec tego liczba punktów skoku pomiedzy dowolr.lie bliskimi
granicami jest nieograniczenie duza; jednakze liczba skoków
przewyzszajacych z góry zadana wielkosc jest zawsze skonczona.
Dlatego taka funkcje mozemy calkowac w dowolnym przedziale."
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Ta praca Rlemanna wywolala m.in. zainteresowanie "dziwnymi"
funkcjami. Nicolas Bourbaki w swojej "Historii matematyki"
pisze, ze "calka Riemanna znalazla swe naturalne miejsce
w pradzie myslowym, który prowadzil wtedy do gruntownego
zbadania pojecia ciaglosci i funkcji zmiennej rzeczywistej
(Weierstrass, Du Bois-Reymond, Hankel, Dini) i mial doprowadzi!
do powstania teorii mnogosci (Cantor)."

Pierwszy przyklad funkcji ciaglej, nie majacej nigdzie pochodnej
podal w 1872 r. uczen Riemanna, Karl Weierstrass. Byla to
funkcja
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gdzie a jest nieparzyste,O < b < l oraz ab > l + -.
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Zauwazmy od razu, ze wydawac by sie moglo, ze funkcje o tak
dziwnych wlasnosciach moga byc rozpatrywane przez
matematyków, ale poza matematyka zastosowania miec nie moga.
Tymczasem kilka lat temu uzyto ich przy opisie ruchów Browna.

Wyglaszajac odczyt o "swojej" funkcji Weierstrass powiedzial,
ze przyklad ciaglej, nigdzie nie rózniczkowalnej funkcji, znal juz
Riemann, mianowicie
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ale ze dowód jest trudny i dlatego lepiej jest podac prostsze
przyklady. Nie jest wykluczone, ze Weierstrass "dowodu"
Riemanna nie przeczytal. Bowiem dopiero w 1913 r. Hardy
wykazal, ze powyzsza funkcja Riemanna istotnie nie ma pochodnej
w punktach postaciny, gdzie}' jest liczba niewymierna badz
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liczba wymierna postaci --- lub ---.
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Natomiast w 1970 roku, ponad sto lat po Riemannie,
2m+1

J. Gerverowi udalo sie obliczyc, ze w punktach ---
2n+ l

l
funkcja Riemanna ma pochodna równa --! Dla pozostalych
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punktów (tj. postaci ~) rózniczkowalnosc funkcji Riemanna4n+3

wciaz nie jest rozstrzygnieta.

Historycy matematyki zaczeli wiec dociekac, czy Riemann pomylil
sie, czy tez gdzies nastapilo "przeklamanie". Choc bowiem
Riemann uzywal tej funkcji przy okazji swych badan w teorii
funkcji eliptycznych, nie znaleziono nigdzie jego dowodu, ze
opisana funkcja nie manigdzie pochodnej. Dzis specjalisci
uwazaja (opierajac sie na dostepnych zródlach), ze Riemann
mówil tylko o "nierózniczkowalnosci", zas jego mlody podówczas
uczen zrozumial "nierózniczkowalna w kazdym punkcie".
Erwin Neuenschwander napisal (Mathematical Intelligencer,
1/1978), ze Riemann z pewnoscia wiedzial o tej funkcji wiecej,
niz dzis nam sie wydaje.

Nie zmylil sie mistrz taki, chcialoby sie dodac.


