O pewnym problemie
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Do napisania niniejszej pracy zainspirowala mnie lektura ksigzki

W. Sierpinskiego ,,Teoria liczb" cz. II. Znajduje sie w niej dowod

Andrzeja Schinzla, ze 7 jest jedyna liczbg pierwsza spelniajaca
przy naturalnych x, y rownanie
2x*—1
7
Znalazlem inny dowod tego twierdzenia. Oto jego szkic.

(1) pi= =2y*-1

Z (1) wynika, ze
{'.-‘p+l = 2x2
p+1 = 2y%

skad po wymnozZeniu stronami i oznaczeniu 2xy = k otrzymujemy:

2) p(Ip+8) = (k+1)(k—1).

Poniewaz p jest liczba pierwsza, wiec plk+1 lub plk—1,
Rozpatrzymy zatem dwa przypadki.

Niech plk+1. Wtedy k+1 = Ip, k—1 = Ip—2, gdzie [e N.
Jezeli podstawimy te wartosci do réwnania (2) i rozwiazemy je
wzgledem p, to dostaniemy
842/
?=7
Nie moze by¢ ! = 1 ani I = 2, gdyz byloby wtedy p < 0.
Dla | = 3 wzor powyzszy daje p = 7. Sprawdzamy natychmiast,
ze trojka liczb p = 7, x = 5, y = 2 spelnia (1).
Nie moze by¢ wreszcie | = 4, gdyz wtedy:
8+2/

i—1) > ll«—F—_—_’- <2,
gdy tymczasem dla kazdej liczby pierwszej p jest p = 2.
Rozwazajac analogicznie przypadek plk— 1 stwierdzamy, ze nie
ma innych liczb pierwszych spelniajacych (1).

pP=

Z analizy tego dowodu wynikla mozliwosé uogolnienia
powyzszego wyniku.

Twierdzenie 1

Niech dla i = 1, 2, fi(x) bedzie trojmianem kwadratowym

o wspolczynnikach wymiernych. 4; — jego wyroznikiem, a A,
wspolczynnikiem przy x*. Jezeli 4, A, jest kwadratem liczby
wymiernej oraz 4, 4, — 4,4, # 0, to istnieje co najwyzej
skonczenie wiele takich liczb pierwszych p, z2:

p = filx) = f2(y), gdzie x, y sg calkowite.
Z dowodu twierdzenia 1 wynika ponadto efektywna metoda

znajdowania wszystkich takich liczb pierwszych w konkretnych
przypadkach.
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Przykilad
Niech m bedzie liczba naturalng oraz:
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Poniewaz spelnione sa zalozZenia twierdzenia 1, wige istnieje co
najwyzej skornczenie wiele takich liczb pierwszych p, Ze:
x*+m?
m*+1
Rownanie (3) ma natomiast nieskonczenie wiele rozwigzan

w liczbach naturalnych p, x, y, gdyz sprowadza sie do réwnania
Pella:

3) p= = y*+1, gdzie x, yEN,

x2—=(m?+1)y? = 1.
Korzystajac ze wspomnianej efektywnej metody mozna w tym
konkretnym przypadku udowodni¢ twierdzenie o wiele bardziej
precyzyjne, a mianowicie:

Jjezeli liczby naturalne p, x, y speiniaja (3) oraz p jest liczba
pierwsza, to:

p=4m*+1, x =2m*+1, y = 2m.

Twierdzenie 2 (uzupeiniajqce)

Jezeli wyroznik tréjmianu kwadratowego f(x) o wspolczynnikach
wymiernych jest kwadratem liczby wymiernej, to istnieje co
najwyzej skonficzenie wiele takich liczb pierwszych p, ze:

p = f(x), gdzie x jest catkowita.

Analiza zalozen twierdzenia 1 i intuicja sklonily mnie do
wysunigcia nastgpujacych przypuszczeri.
Przypuszczenie |
Jezeli zadna z liczb 4,, 4,;, A, 4, nie jest kwadratem liczby
wymiernej oraz spefnione sa nastgpujace warunki:
1) réwnanie n = f,(x) = f2(») ma nieskonczenie wiele rozwigzan
w liczbach calkowitych », x, y,
2) nie ma takiej liczby naturalnej m > 1, ze dla kazdej trojki
liczb catkowitych n, x, y spelniajacej rownanie n = f;(x) =
= f2(y) jest min,
to istnieje nieskonczenie wiele liczb pierwszych p takich, ze:

p = |fi(x)| =|f2(p)l, gdzie x, y calkowite.
Przypuszezenie 2
Jezeli zadna z liczb 4, , 4, nie jest kwadratem liczby wymiernej,
A, 4, jest takim kwadratem, oraz 4, 4,— A, A, = 0 i spelnione
sq warunki 1) i 2), to zachodzi teza przypuszczenia 1.
Juz gdy napisalem pracg maturaina, profesor Andrzej Schinzel
podal mi kontrprzyklad obalajacy przypuszczenie 1. Natomiast
przypuszczenie 2 jest prawdopodobnie prawdziwe, gdyz wynika
Z nastepujacej znanej hipotezy:

Jjezeli f(x) jest nierozkladalnym tréjmianem kwadratowym
o wspolczynnikach calkowitych i nie ma stalego czynnika

wiekszego od 1, to istnieje nieskonczenie wiele takich liczb
pierwszych p, ze

p = | f(x)l, gdzie x jest catkowite.



