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Rorwigzanic zadamis M 324,
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vy — wektor By Bar. Diugosc w jest nie
wigksza od sumy dlugodci tych wektordw i,
kiorych zwrot jest zgodny ze zwrotem w, Eatwo
jednak zauwazyc, ze odcink Bag— B
odpowiadajgee tym weklorom sg rozlgezne i
wobec tego suma ich dlugodel, a wige i diugodc
w nie moze preckraczal srednicy okrggu rownej
2, chd.o.

O liniowych réwnaniach réznicowych

Dr inz. Kazimierz PAWLEOWSKI

Zapewne nie kazdy z miodych Czytelnikéw potrafil od razu wyprowadzi¢ wzory na sumy
kwadratow, szescianow, czwartych poteg itd. poczgtkowych n liczb naturalnych. Pokazemy, ze
znalezienie wspomnianych wzorow jest bardzo proste. Pokazemy tez, jak mozna doj$¢ do wzoru
na n-ty wyraz ciggu Fibonacciego i jak dzieli¢ wielomian mniejszego stopnia przez wielomian
wigkszego stopnia. Rozwiazanie powyzszych problemow sprowadza si¢ bowiem do rozwigzania
pewnych rownan roznicowych.

Przejdzmy do omowienia niezbgdnych pojgc.

Przez S oznaczmy zbidor wszystkich funkcji skokowych (ciggow), to znaczy funkcji rzeczywistych
okreslonych na zbiorze liczb calkowitych nieujemnych. Réwnanie, w ktorym niewiadoma jest taka
funkcja y = S, nazywamy rownaniem roznicowym.

Definicja. Niejednorodnym réwnaniem réznicowym liniowym rzedu p o statych wspélczynnikach
nazywamy rownanie funkcyjne postaci

(1 ytp)+a yn+p—D+ ... +a,y(m =fln); a, #0,

przy ¢zym a,, d,, ..., @, sq danymi liczbami rzeczywistymi, f€ § znang funkcjg, natomiast y . §
jest funkcjg niewiadomg. Jesli funkcja [ jest tozsamosciowo rowna zero, to rownanie (1) nazywamy
jednorodnym.

Na ogol zgdamy, by funkcja, ktora jest rozwigzaniem rownania, speiniala jeszcze dodatkowe
warunki postaci

(2) }’(RD) = dﬂ! y(ﬂu +l) = d[;---,y{"u +p—1) = d;,_n
&l ol R

Warunki (2) nazywamy warunkami poczatkowymi, a rozwigzanie spelniajace te
warunki — rozwigzaniem szczegolnym.
Mozna wykaza¢, ze rownanie (1) ma zawsze jednoznaczne rozwigzanie speiniajgce warunki (2).

gdzie n, = 0,

Metoda rozwiazania rownania niejednorodnego wiedzie poprzez rozwigzanie roéwnania
jednorodnego

3) y(n+p)+a,y(n+p—1)+ ... +a, y(n) = 0.

Rozwigzaniem ogélnym réwnania (3) nazywamy rodzing funkcji postaci y(n, C,,C,, ..., C,)
zawierajgcg p statych parametrow, ktora spelnia to rownanie i ktora wyraza wszystkie rozwigzania
szczegolne okreslone przez (2). Zajmiemy sig teraz wyznaczeniem rozwigzania ogolnego.

Definicja. Funkcje p € § nazywamy kombinacja liniowa funkcji y,, ¥;, ..., ¥,, € S, jesli mozna ja
przedstawi¢ w postaci y = C, ¥, +C, y, + ... +C,, ¥,,, gdzie C, sa wspdtczynnikami liczbowymi.

Definicja. Funkcje y,,y,, ..., ¥,, € S nazywamy liniowo zaleznymi, jesli jedna z nich jest
kombinacjg liniowa pozostalych. W wypadku przeciwnym, tzn. jesli zadna z tych funkcji nie jest
kombinacjg liniowg pozostalych, funkcje te nazywamy liniowo niezaleznymi.

Wiasnosé(*): jesli funkcje y,.y,, ..., ¥,, € S sa rozwigzaniami réwnania (3), to rowniez ich
kombinacja liniowa jest rozwigzaniem tego rownania. Eatwy dowod tej wlasnosci pozostawiamy
Czytelnikowi.

Twierdzenie. Jedli funkcje y,.y,, ..., y, spelniajg rownanie (3) i s liniowo niezalezne, to zbior ich
wszystkich kombinacji liniowych

4) y=Cy,+Cy;+ ... +C, ¥,

jest rozwigzaniem ogélnym tego rownania. Dowod pomijamy. Z powyzszego twierdzenia wynika,
ze w celu znalezienia rozwigzania ogdlnego rownania (3) wystarczy znalez¢ jakikolwiek zespol p
funkcji liniowo niezaleznych spelniajacych to rownanie i skorzysta¢ ze wzoru (4).

Podamy teraz sposob wyznaczania rozwigzan ogdlnych réwnan 1 i II rzedu.
Rozwazmy najpierw rownanie I rzedu postaci

(5) yin+1)=Ady(n) =0, A+£0.

Niech y(0) = 1. Podstawiajac w miejsce n kolejno liczby 1, 2,... otrzymamy

y)=2ay0) =4, ¥2)=4iy()=4%.., pm)=~Ay(n—1)=in,..



Rozwigzanie andanin F 129,

Niestety, nie jest to perpetunm mobile drugicgo,
ani tym bardziej pierwszego rodzaju. Blyd w
rozumowaniu polega na pominigoiu faktu, iz
preznosé pary nasyconcj zalezy od krzywizny
powisrzchni cieczy, Nad powierzchnig wklgsty
pryinodé pary nasycone] jest mnicjszs niz nad
plasky i to wiadnie o tyle, Ze w naszym ukladzie
nie mogy wystgpi¢ przeplywy. W pomieszczeniu
panuie 1 i termodynamicena. Fakt ten
pozwala na bardzo proste wyprewadzenic ilosciowe)
zleinotel preznodel pary nasyconej od promienia
krzywizmy powierzchni cieczy, Ograniczymy sig

do praypadku, gdy wysokedé kapilamego
winiesienin jest na tyle malka, e gestosé pury nie
mlezy od wysokosei. Niech: P(r) — preznosé

pary nasyeonej nad cieczy w rurce, P, — preinosc
pary nasyconej nad powierzchnia plasks, Z
warunku rownowagi cieczy w rurce wloskowate
otrzymujemy, e

() Plry+dp+ggh = P,

gdzie dp — dodatkowe ci$nienie spowodowane
krzywizng powierzchni; p. — pestodd cieczy,
Z drugiej strony

@ P‘«r)""ﬂ;;&'" = Peo

Rozwigzujge uklad rdwnan (1)1 (2) mamy

W naszym przypadku

L
o .

dp = ——, wigc
r

8, 20 _,

Piry—=P_ =
; R.—Q, T

Wair (3) jest stuszny dia dowolnego ksztaltu
powierzehni cieczy. Dla kropli kulistej o promieniu
R otrzymujemy:
"
PP, =—ta 205
;. —@; R

Zmiany preinosci pary nasyconej spowodowane
krzywizng powierzchm cicczy zazwyciaj nie s
zbyt wiclkie, odgrywajy jednak podstawowg role
w procesach wrzenia i skraplania. Dla kropli
wody o promieniu rzedu 10~ 5 m (mgla),

PP, _ o

5
dla jeszoze mnigjszych efckt wzrosty pregnodel
Jest juz znacany i wyprowsdzony przez nas wzor
przestaje obowinzywad (dluczego?).

Jako éwiczenie warto zastanowié sig nad:

1. rozkladem cignied w obrgbie rurki wloskowatej
rozwazanej w niniejszym zadaniu, Szczegdlnie
interesujycy jest przypadek, gdy cicez ma nisky
pregnose pary nasyconej i duze napigeie
powierzchniowe, a promien kapilary jest maby;

2. zachowaniem kropelek rigei o rdinych
promieniach rozlane] w niewielkiel, ramknigiej
preestrzen,

Widzimy, ze funkcja y dana wzorem y(n) = A" jest rozwigzaniem szczegolnym rownania (5), a
jego rozwigzanie ogodlne jest postaci

(6) y(n) = CAn, C-dowolna stala,
Wezmy teraz pod uwagg rownanie rzedu 11

(7) y(in+2)+a, y(n+)+a,y(n) =0, a, #0.

Fakt, ze funkcja wykladnicza jest rozwigzaniem rownania I rzedu, pozwala przypuszczac, ze
rozwigzaniami réwnania (7) tez bedg funkcje wykladnicze. Przewidujemy wigc rozwigzanie
réwnania rzedu 11 w postaci y(n) = A". Podstawiajac y(n) = A7, y(n+ 1) = Ant!, p(n+2) = in+?
do (7), a nastgpnie dzielgc je przez A7 otrzymamy tzw. rownanie charakterystyczne

(8) A2+a,dl+a, =0
odpowiadajace rownaniu (7).

O postaci rozwigzan rownania (7) decydujg pierwiastki rownania (8). Rozpatrzmy zatem znane
trzy przypadki.

I. 4 > 0. Réwnanie (8) ma dwa rézne pierwiastki A, , 4, .

Woéwezas mamy dwie funkcje y, (n) = A1, ¥, (n) = A% liniowo niezalezne (proszg uzasadnic) i
spetniajace rownanie (7). Zatem rozwiazanie ogélne ma postac:

y(m) = C A +Cyds.
IL. 4 = 0. Réwnanie (8) ma jeden pierwiastek podwdjny i, = _—;l—. Znamy wigc dopiero jedno

rozwigzanie y, (n) = A%. Okazuje sig, Ze drugim rozwigzaniem (w tym przypadku) liniowo
niezaleznym od pierwszego jest funkcja y,(n) = nd}. Przeto funkcje

y(n) = C A5 +Cynig
tworza rozwigzanie ogolne.

II. 4 < 0. Teraz pierwiastkami réwnania (8) sq dwie liczby zespolone sprzezone A, = o+ if,
A, = a—Iiff. Zapisujac te liczby w postaci trygonometrycznej i korzystajac ze wzoru de Moivre’a
otrzymamy dwa rozwigzania zespolone nast¢pujgcej postaci

¥} () = r" cos np+irtsinng,
V5 (n) = r" cosnp—irnsinng,

gdzie r =~/ a2 4+ 2, ¢ = Arg(a-+ifl).

Wykorzystujac wlasnosc (*) wezmy takie kombinacje funkcji y7 , ¥?% , by otrzyma¢ dwa rozwigzania
rzeczywiste. Oto szukane kombinacje i funkcje:

yi(n) = %y‘i (n)+%y; (n) = r"cosng,

v, (n) = %y’. (M)~} (n) = " sinnp.

Tak wigc rozwigzanie ogolne w tym przypadku ma postac:
y(n) = C,r"cosng+C,rsinng.

Rozwigzan rownania jednorodnego (3) rzgdu wyzszego niz Il tez poszukujemy w postaci skokowej
funkcji wykladniczej, tj. ograniczenia zwyklej funkcji wykladniczej do argumentow naturalnych.
Tok postgpowania dla wyznaczenia rozwigzan szczegolnych liniowo niezaleznych jest analogiczny
do tego dla réwnania rz¢du 11

Nieco trudniej jest wyznaczy¢ rozwigzanie rownania niejednorodnego. W wielu jednak przypadkach
uzyteczny jest

Lemat. Rozwigzanie ogolne y rownania niejednorodnego (1) jest sumg rozwigzania ogdlnego y,
réwnania jednorodnego (3) oraz rozwigzania szczegdlnego y, rownania (1), co zapisujemy

)] y=Yo+J,

Jedli funkcja f'w réwnaniu niejednorodnym jest wielomianem lub funkcjg wykladnicza, ewentualnie
sumg lub iloczynem tych funkeji, to y, mozna odgadnaé, a scislej — przewidzie¢. W kazdym z
wymienionych przypadkow y, przewidujemy w tej samej postaci co f, a chwilowo nieokreslone
stale wyznaczamy z warunku, ze y, ma by¢ rozwigzaniem réwnania niejednorodnego (1).

Uwaga. Jesli liczba 1 jest k-krotnym pierwiastkiem rownania charakterystycznego, a fjest
wielomianem, to y, przewidujemy w postaci: y, = n* W(n), edzie W jest wielomianem stopnia
mniejszego niz stopieri /.
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Rozwigzanie madanin M 322,

Niech dla liczby naturainej M symbol M’ oznacza
liczhg powstaly z M przez przestawienie pierwszej
cyfry na koniec. Oznaczajge przez x m pierwsza
cyfrg m-cyfrowej liczby M mamy

10M-M = xpu(10mH _1) =

= 9xm(10™410 =14 . +10+1).
Bezpodrednim dzieleniem sprawdzamy ze liczba
zlozona z 16 jedynek:

LILRLLLLR L) = 10M9 1014 . 4102+
+ 1041 dzieli si¢ przez 17, a zadna mniejsza
liczba z powtorzonych jedynek — nie.

Tak wige jezeli 1710, 10 171A°, gdy 16lm+1, 4.
gdy M jest liczby 16 k<yfrowy, k = 1,2 ...
Najmniejszg 16 cyfrowy wiclokrotnodeig liczby

17 jest 1000000000000005, bezposrednie

sprawdzenie pokazuje, Ze ma ona opisang wlasnosé,

Po tej czgéei teoretyczne, sila rzeczy lakonicznej, przedledzmy kilka przykladéw.
A. Wyznaczy¢ wzor na sume kwadratéw n poczatkowych liczb naturalnych, tzn.
S(n) =12 422 132 4 . +n2.

Poniewaz S(n+1) = 12 +22 432 + . 4+n? 4 (n+1)2, wigc odejmujac stronami te rownoscei,
otrzymamy réwnanie réznicowe I rzedu
{ Sin+1)—8(n) = n?+2n+1,

S(1) = 1.

(10)

Rozwigzanie ogdlne rownania jednorodnego jest tu funkcjg stalg; S, (1) = C, natomiast rozwigzanie
szczegblne réwnania niejednorodnego przewidujemy w postaci: S, (n) = n(d,n? +B,n+C,).
Wielomian 4, n? + B, n+C, pomnozyliémy przez n, poniewaz liczba | jest pierwiastkiem
rownania charakterystycznego. Podstawiajac S, (n) = A, n3 + B, n* +C,n i
S,(n+1)=4,(n+1)*+B,(n+1)? +C,(n+1) do (10) i przyréwnujac wspoélczynniki przy

odpowiednich potggach zmiennej n otrzymamy 4, = % B= %— Gii= %"Zatem
Sn) = C+—nd +1n2 4 Lo,
3 2 6

Uwzgledniajac warunek poczatkowy dostajemy poszukiwany wzor .
2
S(n) = n(i2n +3n+l)’
6
Analogicznie mozemy wyprowadzi¢ wzory na sumy wyzszych poteg n poczatkowych liczb
natutalnych.

B. Wyprowadzi¢ wzor na n-ty wyraz ciggu Fibonacciego: 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21,... Ciag
Fibonacciego charakteryzuje si¢ tym, ze kazdy wyraz oprocz pierwszego i drugiego jest sumg dwaoch
poprzedzajgcych go wyrazow.

Przez y(n) oznaczmy n-ty wyraz ciggu Fibonacciego. Z jego okreslenia wynika, ze spelnia on
rownanie

y(n+2)—y(n+1)—y(n) = 0,
(11) { ) =1,
Réwnaniu (11) odpowiada réwnanie charakterystyczne postaci

AZ—l-1=0
majgce pierwiastki

Rozwigzanie ogolne wyraza funkcja

Y =C, ( ‘*25)" +€, (‘——2‘/_?) .

Uwzglgdniwszy warunki poczatkowe dla wyznaczenia rozwigzania szczegdlnego, dostajemy uklad
rownan

ktérego rozwigzaniem sg

1 c 1

€= C= -7

Poszukiwany wzor na n-ty wyraz ciggu Fibonacciego jest zatem nastepujacy

»(n) =%[(%) _( 1-2\f_5_)" } s

Cigg, ktory spelnia jednorodne liniowe réwnanie réznicowe o stalych wspotezynnikach, nazywamy
ciggiem rekyrencyjnym (albo ciggiem zadanym rekurencyjnie). Latwo wykaza¢, 7e dla ciggu
rekurencyjnego mozna wyznaczy¢ wzor na sume n poczatkowych wyrazéw ciggu, nie wyznaczajac
wzoru na n-ty wyraz. Zilustrujemy te uwagg przykladem.
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Rozwigzanie zadania M 323.

Oznaczajgc an = x 7+ x4 mamy

(rr+x2)an = (ep+x2) (xF+) =

= xTH ext ixlxntx 2 =

= dp4 I+«\']12{-‘-)|'-[+-\’g_l) =
=dp4l+X1X280-1,

skad i ze wrordw Viete'a (v 1+x2 = 6, x1x32 = 1)
otrzymujemy wzdr rekurencyjny:

Apsl = 6@p—dp-1, a0 = 2,a) =6,

Oznaczajac teraz preez ry reszig z dzielenia ay
przez 5 otrzymamy, ie

tn4l = Ta—rp—) (mod 5) i poniewaz ry.. | zalezy
tylko od rq | rn—1, cige rn musi byé okresowy z
okresem < 25.

Sprawdzamy: rg = 2,ry) = 1,73 = 4,
=3 ry=4rg=1,
rs=2/r3=l,..,n8wkc
Fle+6 = Tk

iw okresie (2, 1, 4, 3, 4, 1) nie wystgpuje 0, a

wige zadna z liczb ay nie jest podzielna preez §,
eb.d.o.

Uwaga: Teza naszego zadania pozostaje prawdziwa
rowniez dla wykladnikéw ujemnych. Jest bowiem
Ry = : + :

-n

LT
Bt
B 5.4 () R,
x| xy | W

C. Wyznaczy¢ wzor na sume »n poczgtkowych wyrazow ciggu, ktdrego wyrazy spetniajg zwiazek

y(n+2)=2p(n+D+y(m =0, y()=1, y@)=2.

Niech S (n) = y(1)+y@2)+ ... +¥(n).

Wowczas S(n+1) = S(n)+y(n+1), Sn+2) = Sh+1)+yn+2),
S(n+3) = S(n+2)+yn+3), y(n+3)-2y(n+2)+yr+1) =0.

Po wykonaniu elementarnych przeksztatcen otrzymamy rownanie

{ S(n+3)—38(n+2)+3S8(n+1)—S(n) = 0,

Sy—=ly S5@)=3, -SE)=:".

(12)

Odpowiada mu réwnanie charakterystyczne

AP =342 4311 =0, -
ktorego potrojnym pierwiastkiem jest liczba — 1. A wige S(n) = (C, +C,n+Cyn2)(—1)".
Po uwzglgdnieniu warunkow poczatkowych dostajemy oczekiwany wzor

, —40+53n—15n2

S = (~1) :

W szkole poznajemy algorytm dzielenia wielomianu P przez wielomian Q przy zalozeniu, ze
stopien P jest wigkszy niz stopieni Q. Teraz przedstawimy algorytm dzielenia tych wielomiandw,
gdy st P < st Qi Q(0) # 0.

Wyznaczy¢ iloraz z dzielenia wielomianu P(x) = 2+ x przez wielomian Q(x) = 1 +x+x2.
iloraz znajdujemy w nastepujacy sposob:
L2+x): (1+x4+x2)=2—x—x2+2x3 — ...
—2-_2x_2x?
—x—2x?
X4+x2 4+ x3
i
22 4x¥4xt
2x3 +x4
—2x3 —2x4 _2x5
—x* —2x%...

Proces dzielenia musimy jednak przerwaé, poniewaz iloraz zawiera nieskoriczenie wiele
sktadnikéw... Okazuje sig, Ze mozna wyznaczy¢ wzor na wspolezynniki tego ,,nieskoniczonego™
wielomianu, kiéry poprawnie nazywa sig¢ szeregiem potegowym. Wezmy dwa wielomiany:
P(x) = ay+a,x+ .. +a;x'. Q(x) = 1+b,x+ ... +b,xr, przy czym st Q > st P.

Chcemy iloraz tych wielomianéw wyrazi¢ w postaci szeregu potegowego, tzn. by w pewnym
przedziale (—4d, d) zachodzila rownosé

(13)

dp+a, x+ .. +a;x!
14+b x4 ... +b,x»

= dO)+d()x+ ... +d(K)x*+ ... = 2 d(n)x

n=10
gdzie d(k) jest wspolczynnikiem stojgcym przed x*.

Twierdzenie. Wspotczynniki d(n) w réwnosci (13) spelniaja nastepujgce rownanie réznicowe
(14) d(n+p)+ b, dn+p—1)+ ... + b,d(n) = 0.

Powyisze twierdzenie wyraza jedno z ciekawszych zastosowan réwnan réznicowych z uwagi na
czgsty potrzebg przedstawiania funkcji wymiernych w postaci sum szeregdw potegowych. Warunki
poczatkowe, czyli wartosci poczatkowych wspolezynnikéw d(0), d(1), ..., d(p—1) znajdujemy albo
poprzez wykonanie p krokow w dzieleniu wg podanego algorytmu, albo mnozac réwnosé (13)
przez (1 +b,x+ ... +b,x7) i przyréwnujge wspotezynniki przy odpowiednich potegach zmiennej
x. Rozwiazanie rownania (14) (z uwzglgdnieniem warunkdw poczatkowych) daje nam wzér na d(n).

D. Przedstawié w postaci szeregu potegowego funkcje wymierng _2iee
14-x4x2
2+x
tzn‘ e —————. 2 s
e d(0)+-d(1)x+d(2)x? +
Z wcze$niej wykonanych obliczen wynika, ze d(0) = 2, d(1) = —1. Na mocy za$ przyloczonego
twierdzenia poszukiwane wspétczynniki d(n) spelniaja rownanie:
d(n+2)+d(n+1)+d(n) = 0,
(15 d(0) = 2,
d(l)= —1.
Rozwigzujgc réwnanie (15) otrzymamy, ze
2 o0
d(n) = 2cos—mn, zatem —2+X__ _ 2—x—x242x3—... =2 cos2n <x» dla Ixl < L.
3 14x4x2 “ 3

11



E. Ile jest przekatnych w wieloboku wypuklym o n = 3 wierzchotkach?
Przez dolgczenie jednego wierzchotka liczba przekatnych wzrosnie o n—1. Wige dla tego
zagadnienia mozemy napisa¢ rownanie

ktérego rozwigzaniem jest funkcja y(n) =

{y(n +1)—y(n) = n—1,
y(3) =0,

ﬂf{i wyrazajaca liczbg przekatnych,

Innego rodzaju zastosowania otrzymuje sig, gdy rozwaza sig réwnania réznicowe liniowe o
zmiennych wspolczynnikach, Na przyklad obliczenie calki

a2
J(n) = [ sin”x dx

1]

sprowadza si¢ do rozwigzania réwnania

J(n+2)— 2121 I =0, JO=I,

J)y =1

Na zakoriczenie wspomnijmy, ze réwnania roéznicowe, oprocz zastosowan w réznych dziatach
matematyki, stuza do opisu modeli pewnych uktadéw dynamicznych, zjawisk ekonomicznych i

innvch.

Magister Pirozynski opowiada...

Piszg do Was, drodzy Czytelnicy Delty, jeszcze jako magister, ale
juz wkrotce bede sie podpisywac krocej, ale jakze przyjemnie;:

Dr Pirozynski. Robig bowiem doktorat. Z zastosowan matematyki,
czy jak to si¢ teraz mowi, z matematyki stosowanej. Dokladniej:

z optymalizacji zagadnien transportu. W latach kryzysu
paliwowego jest to zagadnienie o wiodacym znaczeniu, Nikt nie
cheial docenic wagi moich badan. Na szezescie przed pottora
rokiem sytuacja si¢ zmienila. Ale zacznijmy, jak mowi stare
rosyjskie przystowie, ab ovo.

Ksztalt kulisty nie jest ,,ekonomiczny” — najciasniej upakowane
kule zajmuja ok. 3/4 miejsca w przestrzeni. Pozostale 25 procent
marnuje si¢ bezproduktywnie. Lepszy jest oczywiscie ksztatt
prostopadtpscienny — ciasno upakowane klocki kazdy widziatl.
Warto zauwazyc, ze 1 czworoécianami mozna wypelni¢ przestrzen
catkowicie. W niektorych krajach mleko sprzedaje si¢ w
czworosciennych pojemniczkach, upchnietych w duzym, tez
oczywiscie czworosciennym kartonie.

Prasa doniosta kiedys, ze pomystowi Amerykanie wyhodowali
,kwadratowe” pomidory i ze probujg zmusi¢ kury do znoszenia
takichz jajek (biedne kury...). Wszystko po to, by latwiej bylo je
(pomidory i jajka, nie kury!) transportowac 1 przechowywac.
Bardziej naukowo podszedi do zagadnienia pewien hodowea z
Ohio, nazwiskiem Stanley Blecker. Postanowil on rozstrzygnaé
eksperymentalnie, jaki ksztalt bytby najlepszy dla jego brzoskwin:
czworoscienny, szescienny, a moze zupetnie inny.

W tym celu sypat owoce do plastykowego worka, ktéry nastepnie
Sciskal (nie bardzo mocno) w prasie hydraulicznej. Patrzac na
zmasakrowane zwioki pigknych przed momentem brzoskwin
probowal Blecker odgadngé optymalny ksztalt, do jakiego powinien
je namawia¢. Po diugich badaniach doszedt do wniosku, ze
najlepszym takim ksztaltem bedzie... graniastostup prosty o
podstawie osmiokgtnej...

Wyniki Bleckera wydaty mi sig podejrzane i zamierzam je obali¢.
Juz dawno temu probowatem w najrozmaitszych uczelniach
uzyskaé pienigdze na zakup kilkudziesieciu ton brzoskwin (prasg
mam), ale wszyscy odpowiadali mi, ze rownie dobre bedg piteczki
pingpongowe. Teraz juz nie — celuloid sprowadzamy z II obszaru
platniczego, a brzoskwinie mamy w kraju. A jesli nawet nie, to
niech bedg i morele. Powidla morelowe — pycha!

Wasz zapracowany mgr IT-g — Zynski
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P nstaleniv sig rownowagi menisk cieczy w wezszej rurce xmajdzie sig na identyeznej fak
poprzednio wysokosel H. Prreniesienie rurki nie zmienia ksztattu menisku, nie ulega wiee
zmianie dodatkowe ciénienie, spowodowane krzywizng powierzehni cieczy, od ktorego zalez
wysokosé kapilarnego wzniesienia. Zgodnie ze wzorem Laplacea cisnienie to wynosi

Ap = t}{.l_.r J \I
Fy ryJ

gdzi¢ & — napigcie powierzchmowe cieczy,

risra — tew, ghowne promienie kezywizny powierzehni w danym punkeie,

Dia doskonalej kwilzalnosei scianek rurki presz ciecz ry = r2 = —r (r jest promieniem
wewngtrznym wgiszej kapitary),

2
a p,=- %f—(p, = - %dia rurki szcrszej}'

Z warunku réwnowagi cieczy w rurce wynika, ze

Pag+dp) +g-8H = py.

gdzie py; — cidnienie atmosferyczne, g — ggstose cieczy.
Po podstawieniu otrzymuiemy, e wysokodé, na ktdrg weniesie sig ciecz wynosi
M= 2o
e.er

Wstawienie rurki wyészej moze znacznie zmienic poziom cieczy w rurce szerseej, Gy
drednica zewngtrzna rirki whladanej jest bliska érednicy wewnetrznej rurki szerszei, wiedy
cieez w przestrzeni migdzy kapilarami moze uniede sig bardzo wysoko. Zakiadajac doskonaly
zwilzalnosé wszystkich powierzohui i wspbiosiowodé in rurek stwierdzamy, ze skok
cifnienia wynosi

2,
R—r'

R

—r
dp; = - Py o0 Py —— ]
Przytoczone rysunki przedstawiajg rozklady ciénien jako funkcje wysokoéel dla poszczegdinych
przypadkdw. A jaka syluacia mialaby miejsce, gdyby ciecz nie zwilzala zewnetrznej
powierzehui rurki ciefiszej?

wewnagtrz
rurki sze-
-rokief

+ wewnafrz
rurki wgs-
-kief
++++wprzestrze-
-ni miedzy-
-rurkowej




