
Nieliniowe

fale stacjonarne

. Rozchodzenie sie sygnalu w osrodku fizycznym opisywane jest równaniami falowymi. Ich
postac istotnie zalezy zarówno od wlasnosci osrodka, jak i od energii sygnalu. Jak dotychczas
poznalismy dosyc dobrze wlasnosci liniowego równania falowego, czyli takiego, ze suma dwóch
dowolnych jego rozwiazan jest równiez rozwiazaniem. Tylko w nielicznych przypadkach
natomiast udalo sie wyznaczyc ewolucje czasowa fal nieliniowych.
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Rys. 1

Rozwazmy na poczatek najprostsze równanie falowe

ou ou
(1) -+e- = O,

ot ox .

gdzie u(x, t) jest amplltuda fali, zas c predkoscia rozchodzenia sie sygnalu. Jesli predkosc ta jest
stala, to rozwiazaniem równania jest fala stacjonarnau(x, t) = uo(x- et) wedrujaca z predkoscia
c w prawo, o profilu zadanym przez warunek poczatkowyu(x, O) = uo(x). Ksztalt profilu
w chwili poczatkowej mozemy obrac w formie np. paczki falowej (rys. 1) albo frontu falowego jak
na rysunku 2.

Na ogól predkosc rozchodzenia sie sygnalu nie jest stala i moze zalezec zarówno od

polozenia oraz czasu, jak i od amplitudy. Jesli jednak ograniczymy sie do stacjonarnego
i przestrzennie jednorodnego osrodka reagujacego na zaburzenie nieliniowo, to wtedyc jest tylko
funkcja u. W naiprostszym przypadkue(u) = u, czyli

ou ou
(2) -+u- = O.

ot ox

Rys. 3

Wzrost predkosci z amplituda powoduje skracanie sie czola fali w wyniku doganiania go przez
zaburzenia o duzej amplitudzie (rys. 3). W koncu amplituda staje sie niejednoznaczna funkcja

polozenia i nastepuje zalamanie sie jak dla fal na wodzie. W przypadku fali dzwieko~ej
natomiast oznacza to tworzenie sie frontu fali uderzeniowej (patrz artykul A. Kuszlla,De/ta

10/1981). W opisie takich fal, jak fala dzwiekowa, niejednoznacznosc amplitudy usuwa sie przez
wprowadzenie nieciaglego czola fali, które umieszcza sie w takim polozeniu, zeby zakreskowane
pola po obu stronach nieciaglosci byly równe. Warunek ten wynika z zasady zachowania
energii.

Czy zatem w swiecie fal nieliniowych nic nie pqzostaje ze statecznej wedrówki nfezmiennego

profilu falowego? Byloby tak, gdyby nie fakt, ze is~nieja dwa efekty, które pominieto

w równaniu (2), a mianowicie dyssypacja (czyli rozpraszanie) energii oraz rozplywanie sie fal
wskutek dyspersji. Kazdy z nich wystarczy, zeby skompensowac zmiane ksztaltu fali wywolana
zaleznoscia predkosci od amplitudy. Co wiecej, równowazenie sie przeciwstawnych wplywów
nieliniowosci i dyssypacji (lub dyspersji) umozliwia powstanie fali stacjonarnej. Sa to jednak
fale o bardzo szczególnych profilach, podczas gdy w przypadku równania (1) kazdy
poczatkowy profil rozchodzi sie bez zmiany ksztaltu.
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Rozwiazanie zadania M 321

Mamy SABC = SBHC +SCHA +SAHB

i poniewaz 1: BHC = 180"-1: A, 1: AHC =
= 180"-;; B, 1: AHB = 180"- 1: C.wiec
otrzymujemy

abc l . I . B l .
'4R = "2 yz sm A + 2' zx sm + 2'xy SilI C

(R jest promieniem okregu opisanego na

trójkacie ABC).

S" a. b
RÓWIlOCze Dle smA = 2R ' sm B = 2R '

sin C = --~ i wob~c tego '!!!.~ =
2R 4R

l (ayz bzx CXy) .
= - -- + - +-,. skad wYDlka

4 R R R'

równosc

abc = ayz+bzx+cxy.

Wynik równowagi efektów nieliniowych i dyssypacji:
front falowy Burgersa.

Uwzglednienie rozpraszania energii propagujacej sie fali wymaga uzupelnienia równania (2)
~u , \

czlonem P--2 ' co daje tzw. równanie Burgersa
ox

ou ou 02U

(3) -+u - = P-'
ot OX ox2

Predkosc fali jest proporcjonalna do amplitudy, a maly parametr p mierzy tempo rozpraszania
energii. Tak otrzymane równanie opisuje rozchodzenie sie fal akustycznych w gazie wzdluz

. dlugiej, cienkiej rury, gdy natezenie fali mozna przyjac za stale na calym przekroju poprzecznym.
Dodatkowo trzeba takze zalozyc, ze nieduze sa predkosci przemieszczania sie gazu. Amplituda
u(x, t) ma wtedy znaczenie predkosci w punkciex i chwili t bardzo cienkiej warstwy gazu.
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a suma tego ostatniego szeregu nie przekracza
2.

'U

-

~5)

(4)

ou o'u

at =,u oxz'

opisujace rozchodzenie sie ciepla, którego ogólne ,rozwiazanie ma postac

f(x-vt) = v+ ~ th [~(vt-X)]2 4,u

o ksztalcie wykresu tangensa hiperbolicznego (rys. 4). Widac zatem, ze o Ue skladnik
ou '

nieliniowy u -- powodowal skracanie sie ~zola fali konczace sie fala uderzeniowa (rys. 3), to
ox

czlon dyssypatywny wplywa przeciwstawnie wymuszajac rozplywanie sie profilu fali. Efektem
równowagi miedzy tymi procesami jest fala stacjonarna (4). Ilosciowo wyglada to nastepujaco:

o'u

Czlon dyssypatywny jest proporcjonalny do --z ' a czlon nieliniowy rosnie zLI. Przy
ox

, o~
dostatecznie malej szerokosci <5frontu falowego druga pochodna --z w punktachA i B

ox

wykresu (rys. 4) staje sie na tyle duza, zeby oba czlony byly porównywalne, a efekty ich wplywu
wzajemnie sie kompensowaly. Dlatego szerokosc frontu falowego dana jest zaleznoscia

8 '

15 = ~, co zapewnia, ze zarówno ze wzrostem amplitudy calkowitejLI, jak i ze zmniejszaniem
LI

o'u

sie parametru ,u druga pochodna --z osiagnie dostatecznie duza wartosc w punktachA i B.
ox

Natomiast jednolita predkoscv fali stacjonarnej (4) jest wynikiem usrednienia sie ruchu
LI LI

elementów fali o predkosciach zmieniajacych sie w przedziale odv- - do v+ -.2 2

Zauwazmy, ze równanie Burgersa bez czlonu nieliniowego to równiez równanie dyfuzji

zeby zrozumiec wplyw dyssypacji na zachowanie sie rozwiazan, poszukamy fali stacjonarnej
u(x, t) = f(x- vt). Wstawienie u(x, t) do równania (3) pozwala wyznaczyc nastepujacy front
falowy:
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Rys. 4

Rozwiazanie aadania M 319
Niech a, = l,a, = 3+S,a3 = 7+11+13,
itd. Przez bit blt b3t 0'0 oznaczymy zas

odpowiedniej dlugosci sumy kol.jnyc~ liczb
parzystych: 2,4+6,8+ 10+ 12, .... Dla
k > 2 mamy zatemak ;. bk. Poniewaz
jednak bt = k(k' + \) > k3, wiec

001001001)'-< "'-< "'-
k';;;"3 ya; k~3 yb; k~3 k'"

x

Y4!,1

'~ exp( - z')dy
-00

o

1 l' [(X-Y)'] LIu(x, t) = ----=- J exp - - -- LIdy = ----:::::
, y4n,ut -00 ,4,ut yn

wtedy do calki

(6) \
1 00 [(X-Y)']u(x,t) = --=- l' exp - --- uo(y)dy.

y 4n,ut _Joo 4,ut

Na ogól nie potrafimy wystepujacej tu calki 'obliczyc analitycznie. Z tego wzgledu, dla
uproszczenia rozwazan przyjmiemy warunek poczatkowyu(x, O) = uo(x) jak na rysunku 5. Jest
to uzasadnione, gdyz funkcjauo(x) bardzo dobrze przybliza ksztalt fali (4) w chwilit = Odl?

LI

duzych LI, bardzo malych wartosci parametru,u oraz v = -. Rozwiazanie (6) sprowadza sie
2
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Rys. S

Rys. 6
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LI

nietrudnej do zbadania graficznie. Wartosc amplitudy jest równau(x, t) = ----:::::S(x, t), gdzie
. yn

S(x, t) oznacza zakreskowane pole na rys. 6, a stad mozna juz latwo odczytac zmiane frontu
falowego z uplywem czasu.
Dotychczasowe rozwazania, pomimo ze dotyczyly szczególnego rozwiazania, pozwolily nam
zrozumiec role poszczególnych skladników równania Burgersa. Ale fala stacjonarna (4) ma
równiez charakter uniwersalny: mozna wykazac, ze kazde zaburzenie poczatkowe spelniajace

LI LI
'warunki uo(x) ~ v+ - i uo(x) --- v--

X-+-oo 2 x __+oo 2

przybiera dla dostatecznie duzycht postac (4), czyli wskutek dyssypacji wszystkie "zmarszczki"
zaburzenia poczatkowego wtapiaja sie stopniowo w profil wedrujacego na prawo tangensa

hiperbolicznego.
W swietle uniwersalnosci rozwiazania (4) zrozumiala staje sie równiez przyczyna wprowadzenia
nieciaglego czola fali na rys. 3. W granicy przy,u --> O równanie Burgersa przechodzi w (2),
a rozwiazanie (4) staje sie fala w postaci nieciaglego progu p skokuLI. Próg ten porusza sie na
prawo z predkosciav. Taka tez ustala sie (dla duzycht) predkosc nieciaglosci na rys. 3.

Wynik równowagi efektów nieliniowych i dyspersji: soliton

Najprostszym rozwiazaniem liniowego równania falowego (1) jest plaska fala monochromatyczna
w

u(x, t) = A cos(wt-kx) poruszajaca sie ze stala pred~osciac = --o Kazde inne (a scislej:k
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kazde parzyste w chwilit = O) rozwiazanie mozna przedstawic w postaci sumy takich fal
o róznych czestosciach:

Tylko dla fali opisywanej równaniem (I) predkosc jest taka sama dla dowolnegok. Jesli
natomiast rozwazymy równanie falowe np.:

wek)
gdzie -- = c(k).

k

03U

-{J -3'
OX

ou

ot

•

u(x, t) = ~A(k)cos(wt-kx)dk,

(8)

(10)

to fala plaska bedzie takze jego rozwiazaniem, ale pod warunkiem, zew = - (Jk3• Odpowiada to
zaleznosci predkosci falic(k) = - (Jk2od jej dlugosci.

Rozwiazanie dowolnego równania liniowego o tej wlasnosci takze mozna przedstawic w postaci
sumy fal plaskich, ale poruszajacych sie z róznymi predkosciami. W wyniku tego nastepuje
zmiana ksztaltu profilu poczatkowego, co poczatkowo przejawia sie w rozplywaniu sie paczki
falowej, a nastepnie w jej rozpadzie na mniejsze pakiety fal oraz ciagi fal sinusoidalnych.
Szczególowe zachowanie sie rozwiazan wyznaczone jest przez zwiazek dyspersyjnyw = wek).

LI

nazywana soli tonem. Predkosc tej fali wyznaczona jest przez amplitudev = -, a szerokosc
3

zalezy od ilorazu amplitudy i wspólczynnika dy~persji, która równowazy tutaj zmiany ksztaltu
fali zwiazane z nieliniowoscia. Bardzo slaba dyspersja wymaga zatem utworzenia sie na tyle

03U

waskiej paczki falowej, zeby duze wartosci--3 uczynily czlon dyspersyjny porównywalnym
OX

ou

z czlonem nieliniowym u -.
ox

Opisuje ono rozchodzenie sie na plytkiej wodzie dlugich fal powierzchniowych o malej
amplitudzie. Amplituda u jest w tym przypadk!J wysokoscia fali ponad powierzchnie swobodna
wody,

Postaramy sie zrozumiec, jak dyspersja wplywa na formowanie sie fal nieliniowych. W tym celu

rozpatrzymy fale stacjonarna frys. 7)

Uwzgletc'lienie efektów s~abej dyspersji w równaniu nieliniowym moze natomiast prowadzic do
formowania sie fali stacjdparneju(x,t) = f(x- vt). Tak sie wlas~ie dzieje, jesli równanie (2)

, iPu
uzupelnimy czlonem dyspersyjnym{J --, gdzie maly wspólczynnik (J okresla szybkosc dyspersji l

ox3

otrzymamy wtedy tzw. równanie Kortewega - de Vriesa (KdV)

ou OU 03U

(9) -+u-+{J-- = O,at ox ox3

Rozwiazanie zadania F 128

P 'dl 'k-:' E m(v+ 2u)2
raw. owym wym lem Jest: 2,= --2

Sprzecznosc wynika z pominiecia w ukladzie
laboratoryjnym pola elektrycznego,
zwiazanego z poruszajacym sie polem
magnetycznym, którego praca zwieksza
energie kinetyczna czastki.
Gdy czastka w ukladzie laboratoryjnym ma
predkosc v, wtedy w ukladzie1odl1iesienia

poruszajacym sie wraz z polem
magnetycznym jej predkosc:v' = v- u.
Sila dzialajaca na czastke w tym ukladzie:

F' = 'l.(v'XB') = qvxB'-quxB'.
W obrebie pola magnetycznego czastka
porusza sie po pólokregu, którego promien
jest równy

u

R= m(v+~
IqIB' .

Zasada wzglednoSci.wymaga, aby
l° F= F'czyliF= qvxB'-quxB', wtedy
równania Newtona w obu ukladach maja
taka sama postac.
2° W obu ukladach czastka ulegala
przesunieciu wzdluz granicy pola o te sama
odleglosc 2R.
Wzór l ° jest sluszny dla dowolnej wartosciv,
zatem gdy ladunek pozostaje w spoczynku
wzgledem ukladu laboratoryjnego(v = O),

dziala nan tylko pole elektryczne, którego
natezenieE = - u XB'. Przy predkosciach
róznych od zera silaF ma wiec postac

F = q(vxB'+E).

W warunkach zadania pOleE jest jednorodne.
skierowane równolegle do granicy pola
magnetycznego i ma wartoscE = U' B' .
W trakcie przelotu przez obszar pola
magnetycznego poleE wykonuje prace:

W = lqE'vdl = q lEvcos(v, E)dl =
= IqIE' 2R = 2mu(v+ u).

Dokladnie tyle samo wynosi róznica energii
kinetycznych E, i E,.

x

Rys. 7

Dokladniej przesledzimy wplyw dyspersji rozpatrujac liniowa czesc równania KdV, czyli
równanie (8). Scisle rozwiazanie tego równania zawiera trudne do zbadania calki, ale
szczesliwie mozna sie ograniczyc do przeanalizowania tendencji zmian pakietu z rys. 7 w ciagu
bardzo krótkiego przedzialu czasowegoLIt. Jest to uzasadnione, poniewaz profil (10) nie zmienia
ksztaltu, a wiec w przeciagu czasuLIt wplyw dyspersji powinien przeciwdzialac efektom
nieliniowym.

Rozwiazanie w chwili t+Llt mozna przyblizyc nastepujaco:
OU

(11) u(x, 1+ LIt) = u(x, t)+ -(x, t)Llt+ (mala proporcjonalna do LItZ),
ot

(12)

u

3v

Rys. 8

a korzystajac z równania (8) mamy

. [03U]u(x, 1+LIt) = u(x, t)+ - {J ox3 (x, t) LIt.

03U

Wobec tego predkosc wzrostu amplitudy jest równa -{J --3 .
ox

Zilustrowalismy to na rys. 8, gdzie czarne strzalki okreslajace kierunek zmiany amplitudy sa
03U

proporcjonalne do wartosci trzeciej pochodnej ~ (x, t). Uwzglednienie nieliniowosci wymagar:X

OU

dorysowania strzalek pomaranczowych o dlugosci proporcjonalnej do -u -. Na czole fali
ox

(zaznaczonymj<.olorem pomaranczowym), które podlega procesowi nieliniowego skracania sie,kierunki strzale\: sa przeciwne. Wypadkowa predkosc wzrostu amplitudy wycinka wykresu
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cJ3u au
w punkcie x jest ich suma i wynosi -f3 --3 - U -. Jest ona równa predkosci wzrostu wskutek, ox ox

au a au
przesuwania sie fali, czyli wynosi - = - I(x-V!) = -V-, gdzie voznacza predkoscat at ox
solitonu ..

u

to t,> to

x

Rys. 9 Solitony odgrywaja równie uniwersalna role w opisie ewolucji czasowej rozwiazan równania
KdV, jak fala Burgersa w opisie rozwiazan równania Burgersa. Mozna wykazac, ze dowolne

zaburzenie poczatkowe spelniajace warunkiuo(x) x-+-oo O oraz uo(x) ~ Orqzpada sie

(rys. 9) na pewna liczbe solitonów oraz oscylujacy ogon, którego amplituda zanika nie wolniej
1

niz --. Po dostatecznie dlugim czasie pozostaja wiec tylko solitony poruszajace sie na prawo ze
VI ,

stala predkoscia proporcjonalna do amplitudy.
W trakcie ewolucji wieksze solitony doganiaja mniejsze, przez moment tworza z nimi wspólna

paczke falowa, a nastepni.e odsuwaja sie juz z prawej strony od soli tonu mniejszego. W rezultacie
sol itony ustawiaja sie w kolejnosci wzrastajacych amplitud. Potem nastepuje juz tylko ich
wzajemne oddalanie sie od siebie na skutek róznic predkosci.
Rozpatrywane przez nas równania: KdV i Burgersa odgrywaja szczególnie wazna role w teorii
fal nieliniowych. Przyczyna lezy w tym, ze scisle równania hydrodynamiki i aerodynamiki sa

zbyT skomplikowane, zebysmy mogli znalezc ich pelne rozwiazania i trzeba sie uciekac do metod
przyblizonych.
Uwzglednienie najwazniejszych poprawek do równania (2) wynikajacych z dyspersji i dyssypacji
na ogól prowadzi do równania KdV lub Burgersa. Inna, niezwykle wazna cecha tych równan
jest mozliwosc wyznaczenia (pomimo nieliniowosci) rozwiazan ogólnych, co stwarza mozliwosc
daleko glebszego wnikniecia w nature fal nieliniowych niz pozwalaja na to elementarne .
rozwazania tego artykulu.

.8

W numerze 1/1982 rozpoczelismy serieZadan, których nie umiemy rozwiazac
nastepujacym:
Dany jest okrag i trzy punktyA, B, P. Narysowac proste przezA i B
wyznaczajace na okregu takie cieciwyUW i XY, zeby prosteUX i WY
przecinaly sie w punkcieP.
Istotnie nie umielismy rozwiazac tego zadania, a dzis, dzieki naszemu

Czytelnikowi, Karolowi Kaminskiemu (uczniowi V klasy TM w Piotrkowie
Trybunalskim), juz umiemy. Nadeslal nam bowiem nastepujace rozwiapnie
(uzywal tylko linijki!):
Przez punktA kreslimy dowolna siecznak uzyskujac punktyQ i R i dalej, jak
na rysunku, znajdujemy kolejno proste i punkty l, l', S, T, m, o, O, n, U, W,
p, p', X i Y. Rozwiazanie to jest dobre, bardzo za hie dziekujemy.
Pozostalym Czytelnikom dajemy teraz szanse - nie czytajcie dalej, sami wykazeie
poprawnosc rozwiazania.
Sposób dowodu, który tu proponujemy. opiera sie na twierdzeniu Pascala
nalezacym do geometrii rzutowej i mówiacym co nastepuje: Przeciwlegle boki
szesciokata wpisanego w stozkowa (a wiec nie tylko okrag, ale równiez elipse,
parabole badz hiperbole) przecinaja sie na jednej prostej.

Ze wzgledu na rzutowosc tego twierdzenia (ostatnim razem o geometrii
rzutowej pisalismy wDelcie 5/1982) w przypadku euklidesowym moga
oczywiscie miec miejsce trzy mozliwosci: pierwsza - opisana w twierdzeniu
(jesli wszystkie punkty prZeciecia istnieja), druga - gdy istnieja tylko dwa,
prosta przez noe przechodzaca jest równolegla do nieprzecinajacych sie
przeciwleglych boków szesciokata, trzecia - gdy wszystkie pary boków
przeciwleglych zlozone sa z prostych równoleglych. Wykorzystamy to
twierdzenie do dowodu, ze prostaX Y przechodzi przez punktA. W
szesciokacieQ S T Y W Uboki przeciwlegle przecinaja sie w punktachp, O,
a wiec i trzecia para bokówprzeciwleglych musi sie przeciac w punkcieZ
lezacym na prostejo.W szesciokacieX U Q R T Ydwa przeciecia toP i Z,
a wiec i trzecia para(Q R i X Y) musi sie.przeciac na prostejo,a wiec
w punkcie A. Konstrukcja p. Karola Kaminskiego jest wiec poprawna
i rozwiazuje takze zadanie dla wszystkich stozkowych. Udowodnienie jego
stwierdzenia, ze o ile prostan nie bedzie przecinala okregu w dwóch
punktach, to dla takiego okregu i takich punktówA, B, P rozwiazanie nie
istnieje, pozostawiamy Czytelnikom.
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Juz umiemy

p.

p,
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