Nieliniowe
fale stacjonarne
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Rozchodzenie si¢ sygnatu w osrodku fizycznym opisywane jest réwnaniami falowymi. Ich
posta¢ istotnie zalezy zaréwno od wlasnosci osrodka, jak i od energii sygnatu. Jak dotychczas
poznaliSmy dosy¢ dobrze wlasnosci liniowego rownania falowego, czyli takiego, ze suma dwéch
dowolnych jego rozwigzan jest rowniez rozwiazaniem. Tylko w nielicznych przypadkach
natomiast udalo si¢ wyznaczy¢ ewolucje czasowa fal nieliniowych.

Rozwazmy na poczatek najprostsze rownanie falowe
cu du

—+c—=0,

at ax

gdzie u(x, t) jest amplituda fali, za$ ¢ predkoscia rozchodzenia sie sygnatu. Jesli predkosé ta jest
stala, to rozwigzaniem réwnania jest fala stacjonarna u(x, ) = uo(x— er) wedrujaca z predkoscia
¢ w prawo, o profilu zadanym przez warunek poczatkowy u(x, 0) = ue(x). Ksztalt profilu

w chwili poczatkowej mozemy obra¢ w formie np. paczki falowej (rys. 1) albo frontu falowego jak
na rysunku 2. :

(1

Na og6l predkos¢ rozchodzenia sig sygnalu nie jest stala i moze zaleze¢ zar6wno od

poloZenia oraz czasu, jak i od amplitudy. Jedli jednak ograniczymy sig do stacjonarnego

i przestrzennie jednorodnego os$rodka reagujacego na zaburzenie nieliniowo, to wtedy c jest tylko
funkcijg u. W naiprostszym przypadku c(u) = u, czyli
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Wzrost predkosei z amplitudg powoduje skracanie sie czola fali w wyniku doganiania go przez
zaburzenia o duzej amplitudzie (rys. 3). W koricu amplituda staje si¢ niejednoznaczng funkcja
polozenia i nastgpuje zalamanie si¢ jak dla fal na wodzie. W przypadku fali dZwickowej
natomiast oznacza to tworzenie si¢ frontu fali uderzeniowej (patrz artykut A. Kuszlla, Delta
10/1981). W opisie takich fal, jak fala dZzwiekowa, niejednoznaczno$¢ amplitudy usuwa sie przez
wprowadzenie nieciaglego czola fali, ktore umieszcza si¢ w takim polozeniu, zeby zakreskowane
pola po obu stronach nieciggtosci byly rowne. Warunek ten wynika z zasady zachowania
energii.

Czy zatem w $wiecie fal nicliniowych nic nie pozostaje ze statecznej wedréwki niezmiennego
profilu falowego? Byloby tak, gdyby nie fakt, ze istnieja dwa efekty, ktore pominieto

w rownaniu (2), a mianowicie dyssypacja (czyli rozpraszanie) energii oraz rozplywanie sie fal
wskutek dyspersji. Kazdy z nich wystarczy, zeby skompensowa¢ zmiane ksztaltu fali wywolang
zaleznoseig predkosei od amplitudy. Co wigcej, rownowazenie si¢ przeciwstawnych wplywoéw
nieliniowosci i dyssypacji (lub dyspersji) umozliwia powstanie fali stacjonarnej. Sg to jednak
fale o bardzo szczegdlnych profilach, podczas gdy w przypadku rownania (1) kazdy
poczatkowy profil rozchodzi sig bez zmiany ksztaltu.

Wynik réwnowagi efektow nieliniowych i dyssypacji:

front falowy Burgersa.

Uwzglednienie rozpraszania energii propagujacej sie fali wymaga uzupelnienia rownania (2)
2 1
u ; .
czlonem u ——3» Co daje tzw. rownanie Burgersa
ax

3 du 5 du u

& a  ax “ox

Predkosc fali jest proporcjonalna do amplitudy, a maly parametr x4 mierzy tempo rozpraszania
energii. Tak otrzymane réwnanie opisuje rozchodzenie sie fal akustycznych w gazie wzdhuz
dlugiej, cienkiej rury, gdy natezenie fali mozna przyja¢ za stale na calym przekroju poprzecznym.
Dodatkowo trzeba takze zalozyc, Ze nieduze sa predkosci przemieszczania sig gazu. Amplituda
u(x, t) ma wtedy znaczenie predkosci w punkeie x i chwili 7 bardzo cienkiej warstwy gazu.
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Zeby zrozumie¢ wplyw dyssypacji na zachowanie si¢ rozwiazan, poszukamy fali stacjonarnej
u(x, t) = f(x—vt). Wstawienie u(x, t) do réwnania (3) pozwala wyznaczy¢ nastepujacy front
falowy:

= v+ 4 th 4 (vt
@ fla—v) = v+ o [E v—x)]

o ksztalcie wykresu tangensa hiperbolicznego (rys. 4). Widac¢ zatem, ze o ile skladnik
du g ; g ;

nieliniowy u B powodowal skracanie sig¢ czola fali konczace si¢ fala uderzeniowa (rys. 3), to
X

czlon dyssypatywny wplywa przeciwstawnie wymuszajac rozplywanie si¢ profilu fali. Efektem

rownowagi miedzy tymi procesami jest fala stacjonarna (4). Ilociowo wyglada to nastepujaco:
2

Czlon dyssypatywny jest proporcjonalny do , a czlon nieliniowy roénie z 4. Przy

ax?
: : ; &*u ;
dostatecznie malej szerokosci d frontu falowego druga pochodna el w punktach A i B
X
wykresu (rys. 4) staje si¢ na tyle duza, zeby oba czlony byly poréwnywalne, a efekty ich wplywu
wzajemnie si¢ kompensowaly. Dlatego szerokosc¢ frontu falowego dana jest zaleznoscia

8
5= Tﬂ, co zapewnia, ze zar6wno ze wzrostem amplitudy catkowitej A, jak i ze zmniejszaniem

2

a*u
si¢ parametru g druga pochodna 57 osiagnie dostatecznie duza wartoéé w punktach 4 i B.
X

Natomiast jednolita predko$é v fali stacjonarnej (4) jest wynikiem usrednienia si¢ ruchu
A 4
elementow fali o predkosciach zmieniajacych sig¢ w przedziale od v— > do v+ =

Zauwazmy, ze rownanie Burgersa bez czlonu nieliniowego to rowniez rownanie dyfuzji
du d*u /

Framlar

5)

opisujace rozchodzenie sig ciepla, ktorego ogdlne rozwigzanie ma postac

o0

1 (x—y)?
© Gy ex[——],()d.
u(x = _Sm D o 1, (y)dy

Na og6t nie potrafimy wystepujacej tu calki obliczy¢ analitycznie. Z tego wzgledu, dla
uproszczenia rozwazan przyjmiemy warunek poczatkowy u(x, 0) = ug(x) jak na rysunku 5. Jest
to uzasadnione, gdyz funkeja uo(x) bardzo dobrze przybliza ksztalt fali (4) w chwili ¢+ = 0 dle

A
duzych 4, bardzo malych warto$ci parametru y oraz v = =" Rozwigzanie (6) sprowadza sig

X
(x_y)z A Vm
wtedy do calki ulx, t)= ——— S exp [— = ]Ady =— S exp(—z*)dy
Vaaur =, L Vo
nietrudnej do zbadania graficznie. Warto$é amplitudy jest rowna u(x, 1) = —— S(x, 1), gdzie
by

S(x, t) oznacza zakreskowane pole na rys. 6, a stad mozna juz latwo odczyta¢ zmiang frontu
falowego z uplywem czasu.

Dotychczasowe rozwazania, pomimo ze dotyczyly szczegolnego rozwigzania, pozwolily nam
zrozumieé role poszczegdinych skladnikéw rownania Burgersa. Ale fala stacjonarna (4) ma
rowniez charakter uniwersalny : mozna wykazaé, ze kazde zaburzenie poczatkowe spelniajace

A
tp(x) W i ug(x) —

warunki —_—
— o0 2 X400 2

przybiera dla dostatecznie duzych r postaé (4), czyli wskutek dyssypacji wszystkie ,,zmarszczki”
zaburzenia poczatkowego wtapiaja si¢ stopniowo w profil wedrujacego na prawo tangensa
hiperbolicznego.

W éwietle uniwersalnosci rozwiazania (4) zrozumiala staje si¢ rowniez przyczyna wprowadzenia
nieciaglego czola fali na rys. 3. W granicy przy p# — 0 rownanie Burgersa przechodzi w (2),

a rozwiazanie (4) staje si¢ fala w postaci niecigglego progu o skoku 4. Prog ten porusza si¢ na
prawo z predkoscig v. Taka tez ustala sie (dla duzych r) predkos¢ niecigglosci na rys. 3.

Wynik rownowagi efektdéw nieliniowych i dyspersji: soliton

Najprostszym rozwigzaniem liniowego rownania falowego (1) jest plaska fala monochromatyczna

“
ul(x, t) = A cos(wt—kx) poruszajaca sie ze stalg predkoscia ¢ = ey Kazde inne (a $cislej:
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kazde parzyste w chwili ¢ = 0) rozwigzanie mozna przedstawi¢ w postaci sumy takich fal
o réznych czestosciach:

= (k).

ulx, 1) = SA(k)cos(mr—kx}dk, gdzie "’g‘)

Tylko dla fali opisywanej rownaniem (1) predko$¢ jest taka sama dla dowolnego k. Jesli
natomiast rozwazymy rownanie falowe np.:

s du u
8 o S :
® at P ax?
to fala plaska bedzie takze jego rozwigzaniem, ale pod warunkiem, ze w = — fk®. Odpowiada to

zaleznoscei predkosei fali e(k) = — fk? od jej diugoscei.

Rozwiazanie dowolnego rownania liniowego o tej wlasnosci takze mozna przedstawié w postaci
sumy fal plaskich, ale poruszajacych si¢ z réznymi predkoéciami. W wyniku tego nastgpuje
zmiana ksztaltu profilu poczatkowego, co poczatkowo przejawia sig¢ w rozplywaniu si¢ paczki
falowej, a nastgpnie w jej rozpadzie na mniejsze pakiety fal oraz ciagi fal sinusoidalnych.
Szczegolowe zachowanie sig rozwiagzan wyznaczone jest przez zwigzek dyspersyiny o = (k).

Uwzglec nienie efektow slabej dyspersji w rownaniu nieliniowym moze natomiast prowadzié¢ do
formowania sig fali stacjonarnej u(x,r) = f(x—vt). Tak si¢ wlasnie dzieje, je§li rownanie (2)
3
u
ax3’
otrzymamy wtedy tzw. rownanie Kortewega — de Vriesa (KdV)
© du i du +p d3u a:
a  ax A
Opisuje ono rozchodzenie si¢ na plytkiej wodzie diugich fal powierzchniowych o malej
amplitudzie. Amplituda u jest w tym przypadku wysokoscia fali ponad powierzchnig swobodna
wody.

uzupetnimy czlonem dyspersyjnym § —, gdzie maly wspolczynnik f okresla szybko$¢ dyspersji;

Postaramy si¢ zrozumie¢, jak dyspersja wplywa na formowanie sie fal melm:owych W tym celu
rozpatrzymy fale stacjonarna (rys. 7)
1

V4]

A
nazywang solitonem. Predkos¢ tej fali wyznaczona jest przez amplitude v = 3 a szerokos¢

(10) ulx, t) = A4

. zalezy od ilorazu amplitudy i wspélezynnika dyspersji, ktéra rébwnowazy tutaj zmiany ksztaltu

fali zwigzane z nieliniowoscia. Bardzo staba dyspersja wymaga zatem utworzenia sie na tyle
3

u
7 uczynily czlon dyspersyjny poréwnywalnym

waskiej paczki falowej, zeby duze wartosci 2
X

du
z czlonem nieliniowym u T
X

Dokladniej przesledzimy wplyw dyspersji rozpatrujac liniowa cze$é¢ réwnania KdV, czyli
réwnanie (8). Sciste rozwiazanie tego rownania zawiera trudne do. zbadania caltki, ale

szczgsliwie mozna si¢ ograniczyé do przeanalizowania tendencji zmian pakietu z rys. 7 w ciggu
bardzo krotkiego przedzialu czasowego At. Jest to uzasadnione, poniewaz profil (10) nie zmienia
ksztaltu, a wigec w przeciagu czasu Az wplyw dyspersji powinien przeciwdzialaé efektom
nieliniowym.

Rozwigzanie w chwili 1+ Ar mozna przyblizy¢ nastepujaco:

(1 ulx, t+41) = ulx, 1)+ %(x, 1)At+ (mala proporcjonalna do At?),
a korzystajac z réwnania (8) mamy
(12) ulx, t+A4t) = ulx, 1)+ [—ﬁ;%(x.f)]m

Pu

Wobec tego predkos¢ wzrostu amplitudy jest rowna —

axd
Zilustrowali$my to na rys. 8, gdzie czarne strzatki okreslajace kierunek zmiany amplitudy sa
3

&u :
proporcjonalne do wartosci trzeciej pochodnej — (x, ). Uwzglednienie nieliniowosci wymaga
X

du y
dorysowania strzalek pomaranczowych o dlugoéci proporcjonalnej do —u TR Na czole fali
X

(zaznaczonym kolorem pomaranczowym), ktére podlega procesowi nieliniowego skracania sie,
kierunki strzatek sa przeciwne. Wypadkowa predkoé¢ wzrostu amplitudy wycinka wykresu

1S5
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du
w punkcie x jest ich suma i wynosi — 8 —u——. Jest ona rowna predkosci wzrostu wskutek

ax? éx
o - - . Ou a du .
przesuwania sig¢ fali, czyli wynosi = = s flx—=vt) = — va. gdzie v oznacza predkosé
solitonu. -
u
ty >t

Juz umiemy
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P

Solitony odgrywajg rownie uniwersalna role w opisie ewolucji czasowej rozwiazan rownania
KdV, jak fala Burgersa w opisie rozwiazan rownania Burgersa. Mozna wykazaé, ze dowolne
zaburzenie poczatkowe spelniajace warunki wu(x) e 0 oraz uy(x) 0 rozpada sig

X=+ 400
(rys. 9) na pewna liczbe solitonow oraz oscylujacy ogon, ktérego amplituda zanika nie wolniej

niz L_ Po dostatecznie diugim czasie pozostaja wigc tylko solitony poruszajace si¢ na prawo ze
t

stala predkoscia proporcjonalng do amplitudy.

W trakcie ewolucji wigksze solitony doganiaja mniejsze, przez moment tworza z nimi wspolna

paczke falowa, a nastgpnie odsuwajg si¢ juz z prawej strony od solitonu mniejszego. W rezultacie

solitony ustawiaja si¢ w kolejnosci wzrastajacych amplitud. Potem nastepuje juz tylko ich

wzajemne oddalanie si¢ od siebie na skutek roznic predkosci.

Rozpatrywane przez nas rownania: KdV i Burgersa odgrywaja szczegblnie wazna role w teorii

fal nieliniowych. Przyczyna lezy w tym, ze Sciste rownania hydrodynamiki i aerodynamiki sg

zbyt skomplikowane, zebySmy mogli znalez¢ ich pelne rozwigzania i trzeba si¢ ucieka¢ do metod

przyblizonych.

Uwzglednienie najwazniejszych poprawek do rownania (2) wynikajacych z dyspersji i dyssypacji

na ogol prowadzi do rownania KdV lub Burgersa. Inng, niezwykle wazna cecha tych rownan

jest mozliwo$¢ wyznaczenia (pomimo nieliniowosci) rozwiazan ogoélnych, co stwarza mozliwosé

daleko glebszego wnikniecia w nature fal nieliniowych niz pozwalaja na to elementarne

rozwazania tego artykutu.

W numerze 11982 rozpoczeliSmy serie Zadani, kidrych nie wmiemy rozwigzaé
nastepujacym:
Dany jest okrag i trzy punkty 4, B, P. Narysowaé proste przez A i B
wyznaczajace na okregu takie cigciwy UW i XY, feby proste UX i WY
przecinaly sie w punkcie P.
Istotnie nie umielismy rozwiazaé tego zadania, a dzi§, dzigki naszemu
Czytelnikowi, Karolowi Kaminskiemu (uczniowi V klasy TM w Piotrkowie
Tryt Iskim), juz umiemy. Nadesial nam bowiem nast¢pujgce rozwiazanie
(uiywal tylko linijki!):
Przez punkt A kredlimy dowolng sieczng k uzyskujac punkty Q i R i dalej, jak
na rysunku, znajdujemy kolejno proste i punkty I, I, S, T, m, 0, O, n, U, W,
p. p', X i Y. Rozwiazanie to jest dobre, bardzo za nie dzigkujemy.
P lym Czytelnikom daj teraz — nie czytajcie dalej, sami wykazcie
poprawno$é rozwigzania.
Sposéb dowodu, ktéry tu proponujemy, opiera si¢ na twierdzeniu Pascala
nalezacyrn do g;:ometm rzutowej i méwigcym co nastgpuje: Przeciwlegle boki
w stozkowg (2 wiec nie tylko okrag, ale réwniez elipsg,
pa.rabolq badz hiperbole) przecinaja si¢ na jednej prostej.
Ze wzgledu na rzutowosé tego twierdzenia (c im razem o rii
rzutowe] pisalismy w Delcie 5/ 1982) w przypadku euklidesowym moga
oczywiscie mieé¢ miejsce trzy mozliwosci: pierwsza — opisana w twierdzeniu
(jesli wszystkie punkty przecigcia istniejg), druga — gdy istnicjg tylko dwa,
prosta przez nie przechodzaca jest rownolegla do nieprzecinajgcych sig
przeciwleglych bokéw szesciokata, trzecia — gdy wszystkie pary bokéw
przeciwleglych zlozone sa z prostych rownoleghych. Wykorzystamy to
twierdzenie do dowodu, 2 prosta X' ¥ przechodzi przez punkt 4. W
szesciokacie @ S TY W U boki przeciwlegle przecinajg si¢ w punktach P, O,
a wiec i trzecia para bokéw przeciwleglveh musi sie przeciaé w punkcie Z
lezacym na prostej o. W szedciokacie X U Q R T ¥ dwa przecigcia to Pi Z,
a wige i trzecia para (Q R i X ¥) musi sig przecigé na prostej o, a wigc
w punkcie A. Konstrukcja p. Karola Kaminskiego jest wigc poprawna
i rozwigzuje takze zadanie dla wszystkich stozkowych. Udowodnienie jego
stwierdzenia, ze o ile prosta n nic bedzie przecinala okregu w dwbch
punktach, to dla takiego okregu i takich punktéw A, B, P i nie
istnieje, p iamy Czytelnik
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