natomiast stosunek ich gestosci

n T \?

— = ( 5 ) = 14.
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Wynika stad, ze obecnie Wszechswiat jest zdominowany przez
neutrina lewoskretne.
Mozemy teraz znalez¢ dwa takie momenty rozwoju
Wszechswiata, albo dwa takie przesuniecia ku czerwieni z i zg,
dla ktérych parametry gazu zlozonego z neutrin lewoskretnych
sq identyczne z parametrami gazu zlozonego z neutrin
prawoskretnych. Przesunigcia te wigze zaleznoé¢

Ti(zL) = Tgr(zg).
Wynikajg stad réwnosci podstawowych parametréw gazu
ni(zr) = ng(zg) oraz UL(ZL)‘= vr(zg).

1
Poza tym 1+z ~ 1 a wiec przesunigcia spelniaja zalezno$é

142, . 1

l1+zp ~ 24

Niezaleznie od szczeg6low mechanizmu narastania zaburzef
neutrinowych i powstawania gromad galaktyk mozna stad
wysnué wniosek, ze warunki powstawania ,,wysp"’ zlozonych

z neutrin prawoskretnych dla z = zg s identyczne jak dla
neutrin lewoskretnych przy z = z,. Czy oznacza to, ze w historii
Wszech$wiata istnialy dwie populacje galaktyk odpowiadajace
ZR i ZL?

Jak wiadomo, wspolczesne teleskopy siegaja nie dalej niz do

z ~ 1. O wiele wigksze odleglosci obejmujg obserwacje
radiozrodet. Systematyczne badania Zrodet promieniowania
radiowego prowadzi od dawna grupa astronoméw z Cambridge
(Wielka Brytania). W czasie tych badan okazalo sig, ze poza
plaszczyzna Galaktyki radioZrodia rozmieszezone sa
réwnomiernie, co oznacza, ze sa to obiekty pozagalaktyczne.
Zliczenia prezentowane sa zwykle w formie zaleznosci N/N, od
mocy promieniowania odbieranej przez jednostke powierzchni
anteny, na jednostke przedzialu czestosci (F); N, jest liczba
radiozrodel przy zalozeniu braku ewolucji zrodet i ich
jednorodnego rozmieszczenia oraz przy pominieciu ekspansji.
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Rys. 2 Unor wyniki zliczen radiozrédel. Czarna krzywa odpowiada

typowym modelom kosmologicznym.

Typowe modele kosmologiczne np. model Friedmana przewidujg
monotoniczny wzrost N/N, z F, co jest calkowicie sprzeczne

z obserwacjami (rys. 2). Fakt ten jest jednym z argumentow za
koniecznoscia uwzglednienia ewolucji galaktyk przy probie
interpretacji obserwacji radioastronomicznych.

Sprobujmy teraz pofantazjowaé i porownajmy te trudne do
interpretacji obserwacje z pelnym niepewnych zalozeri modelem.
Zalozmy, 7e nasza galaktyka nalezy do drugiej populacji.
Bezposrednie oszacowanie jej wieku oraz niecigglo$é na rys. 2
sugeruja, ze z, ~ 0,7+1.

Wtedy z zaleznodci (3) zg ~ 2,6 +3,8.

Tak wiec w obszarze 3 2 z 2 | mozZna si¢ spodziewa¢ wielu
galaktyk z pierwszej populacji. Jak widaé na rys. 2 gestosé
radioZrodel roénie w tym obszarze 100 razy. Jak dotychczas nie
udalo si¢ znalez¢ zadowalajacego wyjasnienia tego wzrostu. By¢
moze s to radiozrodla zwigzane z galaktykami we wnetrzu
rozlegtych ,,wysp” utworzonych z neutrin prawoskretnych. Czy
powyisze argumenty za tym, ze tak jest w istocie, mozna bedzie
traktowaé powaznie, 'zalezy od bardziej szczegolowych obliczen
modelowych, a przede wszystkim od wynikow obserwaciji

w widmie optycznym galaktyk o z = 1.

Jak gromadzi¢ zapasy

Dr Maria JANKIEWICZ

Odpowiedz na pytanie zawarte w tytule moze byé
natychmiastowa, choé nieécista. Zapasy nalezy gromadzi¢ tak, aby
rzadko bylo widaé¢ dno spizarni, a jednoczesnie aby one sig

w niej miescily. Gdyby$my chcieli te odpowiedz uscisli¢,
okazaloby sig, ze nie jest to takie proste, gdyz w gre

wchodzi przypadek; nie wiemy doktadnie ani kiedy
uzupelnimy zapasy, ani w jakiej iloéci. Istnieja
skomputeryzowane domowe spizarnie i jakze potrzebne modele
przemyslowe, na przykiad model spigtrzania wody w zbiorniku.
Staly Czytelnik Delty mial okazj¢ naby¢ pewne wiadomosci

o modelach matematycznych i ich stosowaniu (Delta 7/1978).
Przystapimy zatem do opisu wybranego modelu teorii tam (zapér),
ktora to wiasnie zajmuje si¢ badaniem praw rzadzacych
fluktuacjami zawartoéci zbiornika magazynujacego wodg.

Model wiaze si¢ z nazwiskiem Morana, ktéry zainicjowal okolo
1954 roku badania w teorii tam. Strumieri wody wplywajacej

do zbiornika okreslaja chwile 0 = Ty < T; < ..., w ktorych
nastepuja wplywy So, Sy, ... Zmienne losowe 7, = Tyyy— Ty,

Sy, n=0,1, ... sa nieujemne i niezalezne (niezaleznosc¢
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zmiennych losowych — np. Delta 12/1978). Taki nieciagly
strumien wplywu otrzymujemy na przyklad wtedy, gdy jest on
jednocze$nie strumieniem przelewow z innego zbiornika.
Woda w zbiorniku jest spietrzana i uzywana zgodnie
z okre§lonymi regutami. Uzywa si¢ jej np. do napedu elektrowni
lub pobiera do spozycia. Podstawowa charakterystyka modelu
jest zapas wody Z (r) w chwili 7. Przy ustalonym 1 jest to zmienna
losowa, a przy zmieniajacym si¢ ¢ proces stochastyczny.

W modelu Morana przyjmuije sie, ze zuzycie wody jest ciagle
w czasie, a predkos$¢ wyplywu w chwili 7 jest funkcja zapasu
r(Z(t)). Jesli zbiornik jest pusty, to predkoéé wyplywu musi byé
rowna zeru, przyjmujemy zatem, ze funkcja r spelnia zalozenie
r(0) = 0, a ponadto, ze r jest dodatnia i ciggla w zbiorze (0, o).
W punkcie zero funkcja r moze byé prawostronnie nieciggla,

1
zatemr () = c,u > 0,¢c> 0lub r(u) = —, u > 0, sa
u

dopuszezalnymi funkcjami wyplywu. Na razie dla uproszczenia
modelu przyjmujemy jeszcze, ze pojemnos¢ zbiornika jest
nieskornczona, czyli nie ma przelewow. Mozliwos¢ przelewu
uwzglednimy w jednym z przykladow.

Naszym celem jest okreslenie zapasu wody w dowolnej chwili
przy danym strumieniu wplywu, danej funkcji wyplywu i zapasie
poczatkowym Z,. Najpierw wyobrazmy sobie nastepujaca
sytuacj¢ deterministyczna. W zbiorniku mamy zapas x, nic do
niego nie wplywa, a wyplyw odbywa si¢ zgodnie z regula Morana.



Przez q = g(x, 1) oznaczamy zapas po czasie f. Poniewaz
predkos¢ wyplywu jest pochodna funkeji ¢ wzgledem ¢, mamy
wiec rOwnanie

d

) f = —rg), t>0,

przy warunku poczatkowym g(x, 0) = x.
Rozwiazmy rownanie (1) przy zalozeniu, ze dla zapasu x
skoniczony jest czas R (x), po ktorym ten zapas zniknie. Gdyby
predkos¢ wyplywu r byla jednostkowa (r(x) = 1, u > 0), wowczas
byloby R(x) = x. Z roOwnania (1) otrzymujemy
1

r(g)
gdzie dg jest przyrostem funkcji ¢ odpowiadajacym przyrostowi
czasu dr. Gdy czas ¢ zmienia si¢ od 0 do R(x), zapas g zmienia
si¢ od x do 0. Calkujac (2) obustronnie mamy

2 = dg = dr,

E X 1 R(x)
3 gr(q) dg = § 1dr = R(x).

Stad czas R(x) potrzebny do zniknigcia zapasu x przy braku
wplywow jest rowny polu pod wykresem funkcji 1/r w przedziale
€0, x).

0

qxto)|—=——-="n_

h__l' R(x) t
Rys. 1

Funkcja R w prosty sposob wyznacza funkcjg¢ g. Patrzac na

rys. 1 widzimy zwigzek

4) R(x)— R(g(x, 1)) = 1, t < R(x).

Z wzoru (3) wynika, ze funkcja R jest rosnaca w przedziale

(0, c0), gdyz pole pod wykresem funkcji dodatniej rosnie, gdy
powigkszymy' przedzial. Istnieje wiec funkcja odwrotna R~}
.w przedziale (0, o). Przyjmujac R~! (u) = 0dlau< 0

i korzystajac ze zwiazku (4) otrzymujemy

(5 q(x, 1) = R™Y(R(x)—1).

Teraz, jezeli przyjmiemy deterministyczne chwile wplywow
0=1, <t <...,deterministyczne wplywy so, §;, ... Oraz
zapas poczatkowy zo, to mozemy przy uzyciu funkcji g okresli¢
zapas z(r) w dowolnej chwili r > 0. Poniewaz dla r € (¢, f;) nie
ma wplywow, wigc zapas w tym przedziale czasu okresla funkcja
q(zo+ 50, t—1o). W chwili ¢, nastgpuje nowy wplyw s, , ktory
nalezy dodac do wartosci g (zo+ 5o, #; — 1), aby otrzymac nowy
warunek poczatkowy dla funkcji g, aktualny do chwili ;.

W ten sposéb wykres zapasu wyznaczamy sklejajac wykresy
funkcji g przy odpowiednich warunkach poczatkowych, a punkty
sklejania sa punktami nieciagtosci. Oznaczajgc dla wygody przez
z, zapas tuz przed chwilg wplywu t,, tatwo napisa¢ wzory
rekurencyjne

(6) Zny1 = G(Zn+ Su, the gy —1n), 3
(7 2(2) = glzat-Sus =), th S 1 < by =0, 1,...

Dokladniej: =, jest granicy lewostronng wartosci =(r), gdy 7 dazy do t, przez

wartosct mnigjsze od f,y

W modelu losowym Morana zapas wody Z(1t), przy ustalonym r,
jest funkcja okreslona na zbiorze zdarzen elementarnych

o wartosciach w R, (R, = <0,00)). Natomiast przy ustalonym weQ

tenze zapas jest funkcja okreslong na R, i o wartosciach w R,.

S

Te ostatnig nazywamy frajektoriq procesu zapasu. Zauwazmy, Ze
wzory (6), (7) okreslaja trajektori¢ zapasu, jesli przyjmiemy
wnich ity = T, (w), sy = Sa (@), n = 0,1, ..., 2(1) = Z(1) (w),
=0,
Podamy teraz przyklady stosowanych w teorii tam funkcji
zapasu q.
Przyklad 1. Wyplyw staly. Niech r(u) = 1, u > 0. Wtedy R(u) =
= u, R"'(u) = u, a funkcja g ma postaé
q(x, 1) = [x—1]*,

gdzie [u]* = max (0, ). Tym szczegblnym modelem zajmuje sig
teoria obslugi masowej (teoria kolejek). W niej T, interpretuje
si¢ jako chwile wejécia n-tej jednostki (klienta) do systemu,
sy jako czas obstugi n-tej jednostki, a Z(r) jako czas czekania
jednostki, ktora zglosilaby si¢ do systemu w chwili ¢ (wirtualny
czas czekania). Wazng charakterystyka wowczas jest czas czekania
n-tej jednostki (aktualny czas czekania) Z, okreslony rOwnoscia
Z(w) = z,, w € 2 (zob, wzor (6)).
Przykiad 2. Wyplyw proporcjonalny. Niech r(u) = u, u > 0.
Mozna sprawdzi¢, ze wtedy R(x) = + o0 dla dowolnégo x > 0.
Jednak rownanie (1) mozna rozwiazac, cho¢ nie mamy wowczas
postaci (5) rozwigzania. Nie wglebiajac sie w rachunki podamy
postac funkcji zapasu )

g(x, 1) = xexp(~1) (= xe~"), 1= 0.
Zauwazmy, ze w tym modelu funkcja g jest dodatnia dla dowolnie-
duzego ¢ i kazdego dodatniego x. Zatem przy tej funkcji wyplywu
zbiornik nigdy nie jest pusty.
Rownanie (1) z ta funkcjg r jest takze rownaniem zapasu
substancji promieniotworczej.
Przyklad 3. Wyjscie proporcjonalne przesuniete, Wystarczy
przesungé wykres funkcji r z przykladu 2'w gore o stala, aby
R(x) bylo skoficzone, Niech r(u) = 14u, u > 0. Wtedy R(u) =
= In(I1+u), R~'(x) = exp(u)—1, a funkcja g przyjmuje postaé

q(x, 1) = [(1+x)exp(—1)—1]*.
Gdy zapotrzebowanie nie moze by¢ mniejsze od pewnej
dodatniej stalej, czyli predkos¢ wplywu jest odseparowana od
zera, wowczas funkcja g jest rowna zeru poczawszy od pewnego f;
w tym przykladzie od t = In (1+x).
Przyklad 4. Wejscie przedzialami stale, skoriczona pojemnosé
zbiornika. Zalozenie o cigglosci funkcji r w (0, co) nie jest
konieczne do rozwigzania r(')w"r;ania (1). Przyjmijmy

T1/a, o0<ux<i,
r(u) = ‘13’2. l<us<3,

4+, 3 < u

Ta funkcja r uwzglednia skoriczong pojemnos$é zbiornika, gdyz
przy zapasie wigkszym od trzech powoduje przelew. Obliczamy

4”, 0 < u= ],
R(u) = {4+2(u—1), 1 < u<3,
8, J<u,
ul4, 0<u<d,
R‘](H) =
1+ (u—-4)/2, 4 <u<38. |
q
e e
= t=R(x).-~""
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Rys. 2

Wybrane funkcje ¢ dla pewnych wartosci poczatkowych x sg
przedstawione na rys. 2.



Funkcja wplywu moze by¢ nieciagla, gdy sterujemy zapasem
wody. Jesli spada on ponizej krytycznego poziomu, wylaczamy
niektore ujScia zmniejszajac predkosé wyplywu albo odwrotnie,
jesli zbyt sie podnosi, wiaczamy dodatkowe ujécia (zapasowy
zbiornik), aby zapobiec przelewowi.

Okresélenie trajektorii procesu zapasu jest dopiero wstepem do
wlasciwego jego badania. W modelu Morana znane sg wzory
wyrazajace chwilowy rozktad prawdopodobieristwa P {Z(r) < z},
z = 0, warunek dostateczny istnienia granicy lim P {Z(¢) < z}

i posta¢ tego granicznego rozkiadu. Przy dodatkowym zalozeniu,
ze rozktad zmiennych losowych r, jest wykladniczy, niezalezny od
n (rozklad wykladniczy — np. Delta 12/1978) znany jest rOwniez
warunek konieczny i dostateczny istnienia rozkladu granicznego
oraz jego postac.

Inna wazna charakterystyka modelu, badang w teorii tam, jest
tzw. czas do pierwszego wyschnigcia zbiornika mimo uzupelnien,
czyli czas od chwili r = 0 do chwili, w ktorej zbiornik po raz
pierwszy jest pusty. Czas ten jest rowniez zmienna losowa, a

w modelu Morana znana jest postac jej rozkladu
prawdopodobieristwa.

Poza modelem Morana badano do tej pory wiele innych modeli
teorii tam, w ktorych strumiert wplywu byt ciagly albo oba
strumienie wplywu i wyplywu byly nieciagle. Jednoczesnie wiele
probleméw pozostato do rozwiazania nawet w tak stosunkowo
dobrze zbadanym modelu Morana, jak chociazby wspomniany
warunek konieczny i dostateczny istnienia granicznego rozkladu
zapasu bez zalozenia wykladniczosci odstgpoéw miedzy chwilami

wplywow,

Wyniki Konkursu

Jury w skladzie: prof. dr Leon Je$manowicz — przewodniczacy, dr Waclaw Wierzbicki —

przedstawiciel Ministerstwa Ofwiaty i Wychowania, dr Alicja Derkowska, dr Marek Kordos,

Ucznmowskich Prac

z Matematyki e

dr Agnieszka Wojciechowska-Waszkiewicz, prof. dr Wojciech Zakowski, na posiedzeniu w dniu
09.09.1982, biorac pod uwage temat pracy, jej wykonanie oraz przebieg obrony postanowilo

]

1. Zloty medal Mariuszowi Skatbie (IV LO im. Mikotaja Kopernika w Kroénie) za pracg

Tradycyjnym zwyczajem ogiaszamy kolejny
konkurs ucgniowskich prac matematycznych.
W tym roku po raz plerwssy w konkursie
zabraknie prac maturalnych, bo nowy
regulanin matur nie przewiduje takich

,,O pewnym problemie z elementarnej teorii liczb”

2. Srebrny medal Januszowi Kalinowskiemu (XIV LO im. Polonii Belgijskiej we Wroclawiu) za
prace ,,Powierzchnie stopnia drugiego i rysowanie kwadryk za pomoca komputera WANG 2200T";
3. Brazowy medal Miroslawowi Matledze (Technikum Budowlane w Cieszynie) za prace
.,Rozcigcia powierzchni jednostronnych™;

4, Dwa wyroznienia:

Rogerowi Bielawskiemu (VI LO w Bydgoszczy) za pracg ,,Wlasnosci sumy poteg kolejnych liczb

rac, Sndzimy jednak, #e wielu naszych N
¥ " ' naturalnych”,
Czytelnikéw zechce swoje rozwafania
nad matematyks opracowacé i przysiaé

na nasz konkurs,

Lechowi Zielinskiemu (XIV LO im. K. Gottwalda w Warszawie) za prace ,,Wprowadzenie
relacji porzadku w przestrzeniach liniowych nad ciatem liczb ueczyw;stych"
5. Dyplomy uczestnictwa w finale Konkursu:

Jarostawowi Drozdowskiemu (XIV LO im. Polonii Belgijskiej we Wroclawiu) za prace
,,Rozwigzywanie probleméw ekonomicznych metoda programowania liniowego™,
Michatowi Wojciechowskiemu (XIV LO im. K. Gottwalda w Warszawie) za prace ,,Pewne
uogolnienie konstrukcji Steinera®™.

Minjsterstwo Oéwiaty i Wychowania przyznato nagrody pieniezne laureatom i nauczycielom

finalistow:
Skrot zwycigskiej pracy
bedzie opublikowany w Delcie 3,-‘1983 Bednarczukowi.
Regulamin konkursu uczniowskich prac

2 matematy ki

1. Konkurs organizowany jest corocznie przez Zarzad Glowny
Polskiego Towarzystwa Matematycznego i Redakcje
miesiecznika Delra, przy poparciu Ministerstwa O$wiaty

i Wychowania. z

2. W konkursie moga bra¢ udzial uczniowie wszystkich typow
szkol.

3. Konkurs sklada sig z eliminacji i finahu.

4. W eliminacjach bierze udzial kazdy uczen, ktéry w terminie
do dnia 1 maja przeéle pod adresem Redakcji Delty jeden
egzemplarz swojej pracy matematycznej. Do pracy nalezy
dofaczy¢ nastgpujace informacje: adres prywatny autora, klasa,
nazwa i adres szkoly, imig, nazwisko i adres nauczyciela —
opiekuna pracy.

5. Praca powinna zawiera¢ samodzielny wklad ucznia i pelna
informacje o zrodtach, z ktérych korzystal jej autor. Prace
czysto kompilacyjne nie beda dopuszczone do finalu konkursu.
6. Prace nadeslane na eliminacje zostang ocenione przez Komisje
Konkursu i kompetentnych recenzentdéw. Te sposrdd prac, ktore
spelniajg warunki konkursu, zostang przedstawione Jury
Konkursu, Jury zakwalifikuje najlepsze prace do finatu, ktéry
odbedzie sie w trakcie dorocznej Sesji Naukowej Polskiego
Towarzystwa Matematycznego.
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Lucynie Redziak, Jozefowi Lozifiskiemu, Bogustawowi Adamkowi, Irenie Oldak i Jerzemu

7. Zawiadomienia o zakwalifikowaniu do finalu zostana
przestane autorom prac oraz nauczycielom — opiekunom prac
przed koricem roku szkolnego.

8. Finalisci'i nauczyciele opiekujacy sig ich pracami otrzymuja
od Zarzadu Gléwnego PTM zaproszenie do udzialu w Sesji na
koszt Towarzystwa.

9. Final polega na wygloszeniu (nie na odczytaniu) przez
ucznia, podczas specjalnego otwartego posiedzenia Sesji, referatu
(trwajacego nie dluzej niz 15 minut) i wzieciu udzialu w dyskusji
na temat, ktoremu poswigcona byla praca.

10. Rezultaty finalu oceni Jury Konkursu. Jury bedzie bralo pod
uwage, oprécz merytorycznej wartosci pracy, rowniez
samodzielno$¢ i oryginalno$¢ ujecia tematu oraz przebieg
referatu i dyskusji. Jury przyznaje medale: zloty, srebrny

i brazowy, wyroznienia oraz nagrody pienigzne fundowane przez
Ministerstwo Oswiaty i Wychowania.

11. Ogloszenie wynikow finalu nastgpuje w trakcie Walnego
Zgromadzenia Polskiego Towarzystwa Matematycznego. Medale
wrecza Prezes Towarzystwa. Wszyscy uczestnicy finatu
otrzymuja dyplomy.

12. Wyniki konkursu i skrot zwycigskiej pracy beda
opublikowane w miesigczniku Delra.

13. Komisj¢ Konkursu oraz Jury tego Konkursu powoluje
Zarzad Gléwny PTM na wniosek Komitetu Redakcyjnego
Delty.



