Rys. 3

Na tak wzbogaconej plaszczyinie (zwanej plaszezyzng rzutowa) kazde dwie proste przecinaja
sig, parabola i hiperbola staja si¢ krzywymi zamknigtymi, ale ... nie wnikajmy az w takie
szczegoly. Przettumaczmy nasze zdanie odnoszace sie do plaszczyzny rzutowej na jezyk zwyklej
plaszczyzny: ,,Polaczy¢ punkt s z punktem niewlasciwym jakiej§ prostej L' oznacza
,»poprowadzi¢ przez s prosta rownoleglg do L,

Okreslg teraz kolineacj¢ osiowa plaszezyzny rzutowej. Niech bedzie dana prosta K (0§ kolineacji)
i punkt s ($rodek kolineacji) poza nia. Przyjmijmy jeszcze dwa punkty a, @’ takie, ze s lezy na
prostej aa” (a# s# a i a¢ Kia ¢€K)

Polozenie x' — obrazu punktu x plaszczyzny — okreslone jest dwoma warunkami:

1) Punkty s, x, x* maja by¢ wspélliniowe;
2) Kazda prosta (np. ax) i jej obraz (a'x’) przecinaja si¢ na prostej K.

Spojrzmy na rysunek 3. Pokazano tam przede wszystkim, jak znalez¢ obraz zadanego punktu x,
Punktu x* szukamy na prostej sx (bo s, x, x* maja by¢ wspotliniowe) i jednoczesnie na prostej
ba' (gdzie b jest punktem, w ktorym prosta ax przecina of kolineacji).

Ale to nie wszystko. Polgczmy punkt s z punktem niewlasciwym (¢™) prostej ax (czyli
wykreslamy przez s rownolegla do ax). Jako obraz punktu niewlasciwego otrzymamy ... punkt
¢’. I to nie przypadek. Latwo sprawdzi¢, Ze obrazem dowolnego punktu niewlasciwego (procz
d* na K) jest tu punkt wlasciwy. Malo tego. Obrazy wszystkich punktéw niewlasciwych plaszczyzny
leza na jednej prostej (zwanej prosta graniczng), rownoleglej do osi K.

Teraz juz chyba latwo dostrzec, ze kolineacja osiowa moze przeprowadzi¢ dowolna stozkowa
na elipse (wszystkie punkty wiasciwe), a nawet na okrag. Dokonajmy tego np. dla paraboli
zadanej rownaniem x?—4y = 0. Wierzcholkiem tej paraboli jest p(0, 0), jej osia o ¥ ukladu
wspolrzednych, a skoro dla x = 2 jest y = I, to punkt a(2, 1) nalezy do tej paraboli. I to nam
wystarczy.

Przyjmijmy okrag O o $rodku ¢ styczny do osi X jako ten, na ktory ma przejéé parabola (rys. 4).
Os X niech bedzie osig kolineacji, a prosta G réwnolegla do X i styczna do O — prosta
graniczng. Obrazem punktu b paraboli jest tu punkt 4’ na G. Znajdzmy jeszcze obraz punktu a:
polaczmy a z b linig prosta (czyli poprowadimy przez a rownolegla do Y) przecinajaca 0§ X

w punkcie ¢; cb” przecina okrag w szukanym punkcie a’. Srodek kolineacji uzyskamy jako punkt
s przecigeia prostych b’ i aa’.

Gdyby nam teraz polecono znalez¢ punkty wspolne paraboli zadanej (ale nie narysowanej; bo jak?)
z jakas prosta, znalezlibysSmy obraz prostej przy tej \’kollineacji osiowej, wykonaliby$my
konstrukcje na okregu i prostej i ... wrocilibysmy na prosts i parabole. Na rysunku 4
rozwigzatem konstrukeyjnie inne zadanie: Przez dany punkt a poprowadzi¢ do naszej paraboli
stycznq. Gdy ma si¢ juz skonstruowany okrag, bedacy obrazem paraboli przy okreslonej kolineacii,
rozwigzanie sprowadza sie do wykre$lenia L stycznej do okregu w punkcie a’ (obraz punktu a)
L,

W starym belgijskim czasopi$mie ,,Math-Jeunes™
znalezliSmy jeszcze jednego protoplaste kostki Rubika.
W prostokacie 4 x 5 jest 10 zetonow utozonych jak na
rysunku z lewej. Celem gry jest przemieszczenie duzego
kwadratu 2 x 2 w polozenie jak na rysunku z prawej,
przez przesuwanie prostokgtnych Zetonéw poziomo

i pionowo. Wedlug ,,Math-Jeunes’ wymaga to

ponad 100 posunigé.

Mozna oczywiscie wybra¢ sobie inne docelowe polozenie
kolorowego kwadratu. Czy kazde?

A oto bardziej skomplikowane pytanie. Czy moizna
w naszej uktadance przestawi¢ dowolne dwa np.
kwadraciki 1 x 1 (albo: dwa dolne poziome
prostokaty) nie zmieniajac polozenia pozostalych
klockow? Nie wiemy.
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Triangulacja jest powszechnie stosowana metoda mierzenia rozmiarow i ksztaltu Ziemi. Jest to
metoda elegancka dzigki swej prostocie, a zarazem dostatecznie dokladna na potrzeby
wspolczesnej nauki, Co$ w rodzaju triangulacji stosuje si¢ tez w astronomii w celu wyznaczania
odleglosei ciat niebieskich. Jej idea polega na zaobserwowaniu polozenia interesujacego nas
obiektu na tle gwiazd (uwazanych za nieskonczenie dalekie) z dwoch dostatecznie odlegtych
punktoéw przestrzeni. W przypadku Ziemi najbardziej odlegte obserwatoria moga leze¢ na
przeciwnych koricach A i B érednicy Ziemi (patrz rysunek), nie jest to jednak konieczne.
Obserwatorzy moga znajdowac si¢ w dos¢ dowolnych punktach 4 i B’ i z nich obserwowaé
obiekt G, gdyz znajac kierunki ku niemu z dwéch dowolnych punktow obserwacji oraz .,baze”
A0 = R mozna zawsze obliczy¢ kat p zwany paralaksq obicktu, pod jakim byloby z niego wida¢
t¢ baze. Obliczenie odleglosci r nie stanowi wtedy zadnego problemu.

Takie wyznaczanie odleglosci praktykuje si¢ w dwoch wariantach. Pomiary odleglosci cial
Ukladu Slonecznego’ wykonuje sig z uzyciem ziemskiego promienia jako bazy — kat p nazywa
si¢ wtedy paralaksg dzienng obiektu. Nazywa sie tak, poniewaz fikcyjny obserwator ma w zasadzie
mozliwo§¢ zmiany polozenia z 4 do B wskutek dziennego obrotu Ziemi. Odleglosci gwiazd
wyznacza si¢ analogicznie, z tym ze baza jest promiefi okolostonecznej orbity Ziemi. Kat p nazywa
si¢ wtedy paralaksa roczna, gdyz obserwator przenosi sie z A'do B wykorzystujac ruch roczny
Ziemi.

Wracajac do Storica widzimy wobec tego, ze trzeba zaobserwowaé jego polozenie (np. krawedzi
czy malej plamy) z dwoch miejsc na Ziemi i tak otrzymac jego paralakse dzienna, a co za tym
idzie odlegtos¢. Niestety, przeszkody sa nastepujace:

— paralaksa Stonica, jak si¢ okazalo, jest katem tak malym, ze bezposredni pomiar mogiby by¢
obarczony sporym bledem,

— Slonce nagrzewajac atmosferg powoduje takie jej falowanie, ze precyzyiny pomiar kata jest
niemozliwy,

— w dzien nie wida¢ tla gwiazd.

Wybrng¢ z tej, zdawatoby sie, beznadziejnej sytuacji pomogta sama przyroda. Ot6z od dawna
obserwuje si¢ systematycznie szereg planetoid, tak Ze ich orbity sa znane z wysoka dokladnoscia.
Przez znajomo$¢ orbity rozumiemy to, ze dla kazdego momentu czasu mozemy obliczyé
odlegloé¢ planetoidy od Ziemi w jednostkach $redniej odlegloSei Ziemi od Slofica. Ta Srednia
odleglo$¢ jest zwana jednostkag astronomiczna (1 j.a.). Innymi stowy, mechanika nieba
zapewnia nam dobra znajomos¢ stosunkéw odlegloéci planetoidy i Stofica od Ziemi w kazdym
momencie czasu. Dzigki temu wykonujemy bezposredni pomiar odleglosei planetoidy, a nie Stofica.
Jest to mozliwe i nietrudne, jako Ze robi sie to w nocy, gdy widaé¢ gwiazdy i atmosfera jest
spokojniejsza, a sama planetoida jest obiektem punktowym, przez co pomiar jest latwy
technicznie. Co wigcej, przyroda jeszcze bardziej sprawe ulatwia. Mianowicie jest kilka planetoid,
ktore zblizaja si¢ czasem do Ziemi bardziej niz na 1 j.a., a zatem ich mierzona paralaksa dzienna
Jest wtedy katem stosunkowo duzym. W najkorzystniejszej sytuacji bywa Eros (nr katalogowy
433), ktorego orbita jest niewiele obszerniejsza od ziemskiej (wielka polos wynosi 1,458 j.a.),

za$ mocno wydluzona (mimosréd wynosi 0,223). Dzigki temu Eros moze sig zblizy¢ do Ziemi

na odlegtos¢ zaledwie 0,15 j.a. Jego paralaksa dzienna wynosi wtedy ok. 1°, co jest doskonale
mierzalne. Znajgc stosunek odleglosci Erosa i Storica w chwili obserwacii i rozmiary Ziemi (R)
obliczenie odleglosci r Slofica w kilometrach jest juz fraszka.

Na szeroka skalg zakrojona akcja obserwacyjna odbyla sie juz w 1931 r., kiedy polozenie Erosa

na tle gwiazd zaobserwowaly 24 obserwatoria. Uzyskane wtedy wyniki niewiele roznig sie od
uznawanych obecnie. Za paralaksg Slofica przyjmuje si¢ teraz p = 87794 = 4,263 - 10~ % rad.
Poniewaz promien (rownikowy) Ziemi wynosi R = 6378 km, to na odleglosé $rednig Slonca
otrzymujemy r = 149,6 min km. Jest to jedna z podstawowych stalych astronomicznych.



PROBABILISTYKA W ANALIZIE

W jednym z instytutow PAN w trakcie badan nad teorig masowe] obstugi (specjalisci od tej
teorii nie lubia, gdy nazywa¢ ich fachowcami od kolejek) pojawilo si¢ zadanie: czemu jest réwna
granica
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,,Wyskoczyla™ ona w dos¢ naturalny sposéb w modelu przeplywu, w ktérym uwzglednione sq
zbiorniki. Jesli mianowicie strumien np. listow przeplywa przez ,,zbiornik’ — poczig Z, to
strumiefi ¥ u adresatow ma nieco inne parametry niz ,,wejsciowy™ X. Zakladajgc np. ze opdinieni
przesylki jest proporcjonalne do zasobu listow w drodze, otrzymujemy dos¢ prosto rownanie
przeplywu.

Proporcjonalnos¢ opoznienia przesyiki do wielkosci zasobu sugeruje naturalny pomyst: zastapi¢
,,opozZniacz™ Z przez kilka niezaleznych mniejszych: Z,, ... Z,. Wspomniana granica pojawia sig
przy badaniu rozkladu granicznego (n — o). Nie o tym jednak chcemy napisa¢, a o tym, jak
mozna obliczy¢ (i faktycznie tak obliczylismy) te granice. Metode rozwigzania problemu podal
docent Stanistaw Kwapien z Uniwersytetu Warszawskiego.

Przypomnijmy sobie najpierw rozklad Poissona. To taki rozktad, w ktorym
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Parametr a jest rowny wartosci oczekiwanej E(X) i rowhy jest takize wariancji D*(X).
Potrzebne bedzie jeszcze Centralne Twierdzenie Graniczne Lindeberga-Levy’ego:

jezeli niezalezne zmienne losowe X; maja ten sam rozklad i p = E(X)), 0 = D*(X)),i=1,2, ...,
to
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jednostajnie wzgledem x € (—o0, +00). Prawa strona jest dystrybuantq zmiennej losowej
o rozkladzie normalnym z wartoscig oczekiwang 0 { wariancjg 1.

Niech teraz X,, Xz, ... beda niezaleznymi zmiennymi losowymi o tym samym rozkladzie Poissona
z parametrem rownym x. Mamy wige E(X}) = D*(X,) = x dla wszystkich i = 1,2, ....
Wprowadzmy zmienne losowe

Yo XXk b X |
Maja one tez rozklady Poissona (suma niezaleznych zmiennych losowych o rozkladach Poissona
o parametrach a i b ma rozklad Poissona o parameirze a+b), E(Y,) = nx = D3(Y,). Wiedy
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Poniewaz jednak, jak latwo wyliczy¢

+o0 dla x<1
0 dla x=1
—oc  dla x>1,
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to Centralne Twierdzenie Graniczne daje
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= k! 1 gdy x <1
lim ————=1{1/2 gy x=1
fane & 0 gdy x> 1.
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