Czy réwnania budowy
wewnetrzne) gwiazd
sq zbedne?

Dr Tomasz KWAST

Juz nie raz przy okazji omawiania zagadnien zwigzanych

z budowa gwiazd autorzy powolywali sie na do$¢ tajemnicze
»rownania budowy wewnetrznej”. Ot6z jest duza szansa, e

w jednym z najblizszych numerow ,,Delty” ukaze sie rzetelne ich
wyprowadzenie, a co za tym idzie, powolywanie sie na nie
przestanie by¢ tak golostowne, jak jest dotychczas. Majac te
nadziej¢ na przyszlo$¢ zobaczymy teraz, co ciekawego mozna sie
dowiedzie¢ z dwoch sposrod réwnan opisujacych budowe wnetrza
gwiazdy. Aby jednak juz uniknaé¢ wspomnianej golostownosci,
musimy chocby w kilku zdaniach przedstawié, skad sig te dwa
wybrane rownamia biora.

Zalézmy wige, ze interesuje nas stacjonarna i kulista gwiazda

0 promieniu R, masie M | mocy (jasnosci) L. Niech L, oznacza
moc produkowang w gwiezdzie w kuli o promieniu r, za§ ¢ moc
produkowang przez jednostke masy materii gwiazdy. Moc kuli
o promieniu o dr wigkszym bedzie o dL, wieksza, co jest rowne
mocy warstewki kulistej zaznaczonej na rysunku, czyli mocy

’ ), e

gwiazdy) pomnozonej przez pole ,,podstawy’] 4mr? i ,,wysokosée”
dr. Tak otrzymujemy pierwsze poszukiwane réwnanie
(rozniczkowe) okre$lajace produkcje energii w gwiezdzie:

El& = 4nripe.

dr
Drugie obiecane rownanie bgdzie opisywaé tzw. promienisty
transport energii w gwiezdzie. Transport energii moze w zasadzie
odbywac si¢ jeszcze na drodze przewodnictwa cieplnego oraz
przez konwekcje. Przewodnictwo cieplne gazu jest z natury
TZeczy nieznaczne i z géry mozna ten mechanizm pominaé, zas
konwekcja, owszem, moze w gwiezdzie zachodzi¢, ale nie
bedziemy sie tu zajmowac ani nia, ani warunkami jej
wystapienia — ograniczamy sie do przypadku gwiazdy w calosci
.»promienistej”, czyli w ktorej energia przenosi sie jedynie
W postaci samego promieniowania.

Niech wige tzw. wspoélczynnik nieprzezroczystosci » bedzie tak
okreslony, ze w stupku gazu o jednostkowej podstawie (przez
ktora przeplywa energia w tempie L, /47r?) i wysokosci dr

: L, = ="
zostanie zaabsorbowane e #pdr energii, Ilo$¢ zaabsorbowanego
nr

w tym stupku pedu otrzymamy dzielac te energie przez predkosé
$wiatla c. Ale ilo§¢ pochlonigtego pedu jest w tym przypadku
spadkiem cisnienia promieniowania — dPyem na drodze dr.

1
Skoro jeszeze Pyrom = 3 aT* (T jest tu temperatura materii we

wnetrzu gwiazdy, za$ a stala fizyczna réwna 7,565 - 10716 Pa(K*),
to juz fatwo dostajemy réwnanie (tez rozniczkowe) promienistego
transportu energii w gwiezdzie:

a7 3o L,

Tdr  dacT® 4me?

Te dwa réwnania z pewnymi uzupelnieniami i odpowiednio
»»Spreparowane’ pozwola nam wyciagnaé bardzo waine wnioski
ogdlne co do budowy gwiazd. Najciekawsze przy tym, ze w ogole
nie bedziemy probowa¢ rozwigzywac tych réwnan.

Uzupetnieniami muszg by¢ znane skadinad zaleznosci ¢ i » od
warunkow panujacych w materii wnetrza gwiazdy. W do$é dobrym
przyblizeniu przyjmuje si¢ formuly empiryczne: £ = g,07", za$

% = #o0T", gdzie &, i %, zaleza tylko od skladu chemicznego
materii, n =~ 18i b ~ —3,5.

Wprowadzmy teraz bezwymiarowe zmienne x, @, /, ¢ przez

wHGM

podstawienia: r = xR,p = ¢ L.:fL,-T=t——E-R——,

47R?’
gdzie x4 oznacza $rednia mase atomowg materii gwiazdy, H mase
atomu wodoru, G stalg grawitacji, k stalg Boltzmanna. Dzieki
tym podstawieniom w calej grupie gwiazd zbudowanych wedlug
tego samego modelu (tzn, o tych samych u, £y, %o, n, b)
jednakowym x odpowiadaja jednakowe ¢, [ i r. Nasze dwa
rownania rézniczkowe po wszystkich niezbednych podstawieniach
przyjmujg postac:

% = Ax?@", % = —Op-3])x2, \
gdzie
A=.i3“(f_g(_})u Ml+2
z\ k ) LR
. 1 3%, (uHG\"~* M*-2L
'PE Gy E( K ) Ro+3

sg stalymi dla gwiazd zbudowanych wedlug tego samego modelu,

W szczegolnoscei jesli maja to by¢ gwiazdy zbudowane jak Slorice,
to A i ® muszg by¢ takie same dla nich i dla Slorica. Ze stalosci

A mamy wtedy
M \"+2 L R \"t+3
( M@) B Lo ( Ro ) :

M b-2 L R b+3
b 2 g

gdzie symbol O oznacza parametry Slorica. Dolaczywszy
tradycyjne prawo promieniowania L = 4xR*0T*
(o = 5,670 10~® W/m2K* jest tzw. stala Stefana) zapisane

w postaci
L R A T X+
L—'o—(Ro)(Ts)'

gdzie T oznacza teraz temperature powierzchni gwiazd, mamy
trzy rownosei, z ktorych latwo moina znalezé 6 zwiazkow
migdzy kazdymi dwoma parametrami sposrod M, L, Ri T,
Pomijajac dla prostoty zapisu mianowniki zawierajace parametry
Stonca i podstawiwszy liczbowe wartosci n i b dostajemy na
koniec:

zas z @

T = R'"3? — gwiazdy wigksze sa zarazem gorgtsze,

M = R"*' — wykladnik mniejszy od 3 dowodzi, ze gwiazdy
wigksze majg mniejsza srednia gestosé,



L = R"?** _ wykladnik wiekszy od 2 potwierdza, ze gwiazdy
wieksze sa znacznie goretsze (ich jasnosé
powierzchniowa jest wigksza),

T = M®?3 — gwiazdy masywniejsze sa goretsze, z tym Zze tu
zalezno$¢ jest akurat prawie proporcjonalna,

L = M*'5 _ jest to tzw. zalezno$¢ masa-jasnoé¢, z ktorej widac,
7e gwiazdy masywniejsze sa dosc¢ drastycznie
jasniejsze, czyli duzo szybciej zuzywaja swoje
zapasy energii — zatem szybciej ewoluuja i zyja
krocej niz gwiazdy malo masywne,

L = T5%? — wykladnik wickszy od 4 jeszcze raz potwierdza, ze
gwiazdy goretsze sg zarazem wigksze, a ponadto
jest to nic innego, jak rownanie ciggu giownego
na diagramie Hertzsprunga-Russella!

No i prosze — tyle istotnych informacji bez rozwiazywania

rownan budowy! Rzecz jasna, nie sa one tak calkiem zbedne —
ostatecznie byly punktem wyjécia dla naszego rozumowania, jak
rowniez nadal nie znamy budowy zadnej gwiazdy, czyli wartosci
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gestosei, ci$nienia, temperatury itd. w kazdym punkcie wewnatrz
niej. Ale i tak dowiedzieliémy sie sporo, aczkolwiek nie mozna
zapomina¢ o zalozeniach lezacych u podstaw naszych wnioskow.
Zatozeniem bylo wszak przyjecie empirycznych formut na £ i »

z konkretnymi wykladnikami — w rzeczywistosci wyktadniki te
zaleza od temperatury, a nawet sama posta¢ formul nie jest

w pehni uniwersalna. Milczacym zalozeniem bylo przyjecie
jednorodnosci gwiazd, czyli statoéci u w calej objetosei gwiazdy.
Wreszcie zalozenie promienistego transportu energii jest
spelnione tylko w gwiazdach podobnych do Stornca, zas

w gwiazdach masywnych wystgpuje konwektywne jadro, a u matlo
masywnych podpowierzchniowa warstwa konwektywna. Wskutek
tego wszystkiego znalezione przez nas zwiazki sg wprawdzie
poprawne jakosciowo, ale ilosciowo opisujg do§¢ dobrze jedynie
gwiazdy podobne do Slofica, czyli srodkowej czefci rzeczywistego
ciagu gloéwnego. W calosci nie moze on zatem by¢ linig prosta na
diagramie H-R z logarytmicznymi skalami na osiach, co doskonale
potwierdzaja obserwacje. W kazdym razie najwazniejsze jest, Ze
samo istnienie ciggu glownego, jak widzimy, nie jest wynikiem
przypadkowego gromadzenia si¢ gwiazd na doi¢ dowolnie
wybranym wykresie, lecz prawidlowoscig bgdaca bezposrednig
konsekwencja podstawowych praw przyrody.

SKAD SIE BIORA POMYSLY?

Glupie pytanie, prawda‘?' Nie ma jednak glupich pytan — bywaja za to glupie odpowiedzi.

Niektore ,,pomysty” biora sie ... nie wiadomo skad, cho¢ i w matematyce matka wynalazkow
jest potrzeba. Czgsto jednak to, co odbieramy jako ,,nieprawdopodobne skojarzenie™ jest dla
lepszego od nas specjalisty zupelnie typowe.

Spotykamy si¢ z tym juz w szkole podstawowej, gdy umiemy rozwigza¢ zadanie za pomoca
rownan, ale musimy bez nich, bo ,,jeszcze nie bylo™. Potem przyzwyczajamy si¢ tak, ze nawet
nie umiemy zadania takiego jak

Ojciec ma obecnie tyle lat, ile miesiecy mial syn w chwili, gdy byl 9 razy mlodszy od ojca. Ojciec
fest starszy od syna o 26 lat i 8 miesiecy. lle lat ma teraz gjciec? (egzamin wstepny do XIV LO

rozwiaza¢ inaczej niz za pomoca réwnan, chot¢ przeciez mozna. Mozna, ale po co? Przeciez
miedzy innymi po to uczymy sie réznych nowych rzeczy, aby latwiej rozwiazywac problemy.

Jest i druga strona medalu, W pogoni za coraz bardziej ogdlnymi teoriami czgsto nie umiemy juz
wroci¢: znajac teorie grup, nie umiemy jej zupehnie stosowaé. To bardzo niebezpieczne.

Na duze niebiezpieczefistwo narazeni sq tu algebraicy; wspolczesna algebra abstrakeyjna bardzo
niewiele przypomina algebre, ktéra znamy ze szkoly. Nic wigc dziwnego, ze wlasnie w tej
dyscyplinie niedtugo po genidlnych pomystach francuskiej szkoly pojawila sig idea ,,powrotu do
natury": formulowanie wszystkiego w jezyku algebry szkolnej.

Mozna? Mozna, ale po co. Oto bowiem zdanie

n jest liczba pierwsza

rozebrane ,,na atomy”, tj. sprowadzone do podstawowych pojeé i relacji pierwotnych —
nalezenia elementu do klasy (zbioru): n jest elementem kazdej takiej klasy z, ze klasa, ktorej
jedynym elementem jest klasa bez elementow, jest klasg z i dla kazdego elementu m klasy z
rodzina wszystkich tych klas, ktore po zmniejszeniu o jeden element nalezg do klasy m, jest
elementem klasy z i dla wszystkich takich / i k, ze elementy kazdej klasy z takiej, ze klasa, ktorej
jedynym elementem jest klasa bez elementow, jest elementem klasy z i dla kazdego elementu
klasy z klasa wszystkich tych klas, ktore po zmniejszeniu o jeden element naleza do m jest
elementem klasy z i jezeli dla kazdego elementu x klasy n istnieje taki element y klasy h, ze
wszystkie elementy klasy y sa elementami klasy k i elementy klasy y nie majg wsp6lnych
elementow, oraz wszystkimi, a zarazem jedynymi elementami elementow klasy y sa elementy
klasy x, to /& lub k jest rodzina wszystkich tych klas, ktére po usunieciu jednego elementu staja
si¢ klasa bez elementow.



