
Spirale sa wszedzie ...

Gdy "mala delta" byla jeszcze dodatkiem do "duzej", w jednym z numerów
pisalismy o spiralach. Opisywalismy, gdzie w przyrodzie (i technice) mozna
spotkac spirale. A wiec spirale Archimedesa zatacza mucha idaca wzdluz
promienia obracajacej sie plyty gramofonowej, spirale logarytmiczna wykorzystuje
sie w obrotowych nozach (chodzi o to, by kat ciecia byl staly), a spiralna linia
przecinajaca poludniki Ziemi pod stalym katem nazywa sie loksodroma.

Nasz tegoroczny konkurs jest poswiecony spiralom wlasnie, a konkretnie prosimy o

CIEKAWE ZDJECIA SPIRAL

Mozna spirale wytworzyc do potrzeb zdjecia (np. puscic muche z latarka po plycie)
lub wyszperac ja w naturze.

Prosimy nie fotografowac linii srubowych (gwint, "spiralka" maszynki
elektrycznej) ani cykloid.

Na zwyciezców czekaja liczne nagrody.

Analiza wymiarowa

Mgr Tomasz TRATKIEWICZ

Nigdy nie zabierai sie do obliczen, jesli nie znasz odpowiedzi John Archibald Wheeler

Prawa fizyki formulowane sa jako relacje matematyczne miedzy wielkosciami fizycznymi. Relacje
te musza prowadzic do identycznych rezultatów niezaleznie od uzytych jednostek miar. Dlatego
tez zajmowanie sie jednostkami, pomijajac wzgledy czysto pragmatyczne (wygoda obliczen,
kontrola poprawnosci rozwiazan) lub estetyczne (prostota czy elegancja matematycznego zapisu)
nie wydaje sie byc, na pierwszy rzut oka, zbyt atrakcyjne.

W dalszym ciagu pokazemy w rozwiazywaniu jakich problemów moze byc pomocna' analiza
zaleznosci fizycznych pod katem jednostek miar - tzw. analiza wymiarowa. Warto przyjrzec sie
realnym mozliwosciom tej metody, gdyz niektórzy uwazaja ja za calkowicie zbedna, a inni
sklonni sa widziec w niej narzedzie o niemal nieograniczonych mozliwosciach.

Kazda wielkosc fizyczna musi.byc wyrazona w scisle zdefiniowanych i zrozumialych dla kazdego
jednostkach. Umownie zapisuje sie to w postaci

A = {AHA],

gdzie A jest wielkoscia fizyczna, {A} jej wartoscia liczbowa, a[A] - jednostka; np.s = 2 lokcie,
s-dlugosc; {s} = 2; [s] = lokiec.

Jednostki obu stron równosci (czy nierównosci) musza byc zawsze identyczne, poniewaz nie ma

zadnego sensu porównywanie wielkosci fizycznych o róznych wymiarach. Podobnie jest
z dodawaniem i odejmowaniem. Dopuszczalne jest natomiast mnozenie i dzieletlie.
Wyrazenie funkcyjne postaci; sin (droga), log (cisnienie) nie maja wlasciwie sensu, choc bywaja
czasami stosowane jako wygodny chwyt ulatwiajacy techniki rachunkowe (np. prostowanie funkcji)
lub pewien skrót myslowy (np. definicja pH w chemii).

W zasadzie mozna dla kazdej wielkosci fizycznej zdefiniowac jej wlasny wzorzec. W równaniach
fizycznych roiloby sie jednak wtedy od stalych wymiarowych, zapewniajacych jednorodnosc

jednostek. Dlatego zawsze ogranicza sie liczbe wzorców do niezbednego minimum. Jednostki
wielkosci, którym przypisuje sie wzorce to tzw. jednostki podstawowe. Pozostale jednostki
definiuje sie na podstawie zaleznosci spelnianych przez te wielkosci. Np. wzorem 'definiujacym
jednostke sily w ukladzie SI jestF = am, co zapisuje sie w postaci

[F] = ms-2kg lub [F] = LT-2M, gdzie L, T, M to dowolne wzorce dlugosci, czasu i masy.
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Z powyzszych regul wynika fakt stanowiacy podstawe analizy wymiarowej - wymiar dowolnej
wielkosci fizycznej jest iloczynem poteg jednostek podstawowych. Ponizej przytaczamy kilka

p,rzykladów zastosowania analizy wymiarowej majacych ilustrowac te metode w dzialaniu,
pokazac typowe wYQiki, do jakich prowadzi oraz wskazac srodki umozliwiajace naj efektywniejsze
jej wykorzystanie.

Dokladne obliczenia dajaD(e) = e, D' = 4".
Warto zawazyc, ze

- zastosowanie ukladu SI dalo lepsze
rezultaty, co jest zwiazane z wieksza liczba
jednostek podstawowych,

- przyjecie, zeC zalezy dodatkowo od
innych wielkosci, np. gestosci czy ladunku, nie
zmieniloby wyniku.

Poszukujemyf w postaci

f(R, e) = D· R"'·.fi, gdzie D, "', fJ - stale
bezwymiarowe.

J. W ukladzie CGS

[CI = cm, [RI = cm, [el = l, czyli

C = D(e)' R.

C. Jakijest zasieg rzutu ciala o masie m

wyrzuconego z predkoscia Vo pod katem rp?
Opór osrodka pomijamy.

1= f(vo, g, '1',m).

Stad

Zakladamy

l = C· v'{j . gP . cpY. m/J.

W ukladzie LMT równanie wymiarowe ma
postac:

L = L"'+PT-("'+2P)M/J.

'"+ fJ = l, '"+ 2P = O, {J = O, czyli

v'
1= C(cp)·---2...

g

Prowadzac analize wymiarowa nieco inaczej
mozna znalezc takze postac funkcjiC(cp).

Zauwazmy, ze predkosc i przyspieszenie sa

wektorami, wiec mozna prowadzic analize
niezaleznie dla rzutów na osx i os y.

Wystarczy w tym celu wprowadzic oddzielne
wymiary dla osi poziomej(Lx) i pionowej
(L.).

Teraz l = f(vox• vo., g) = Dvifxvg. gY i
z równania wymiarowego otrzymujemy

'" = 1, P+y = O,"'+P+2y = O, a stad

l = C' voxvo)' = C' v~· cos rp . sin rp •
g g

Stala C mozna teraz wyznaczyc

doswiadczalnie - wystarczy zmierzyc zasieg
dla jednej wartosci kata'1'.

Postulujemy potegowa postac funkcjif
f(vo,l,g) = Cv~IPgY.

Analizy dokonamy w ukladzie LT, tj. dlugosc
i czas przyjmujemy za wielkosci podstawowe.

B. Wahadlo matematyczne o dlugosci l ma
w polozeniu równowagi predkosc Vo. O jaki

kat 'I'wychyli sie to wahadlo?
'I' = f(vo, l, g).

['1'1= 1, [I] = L, [gl = LT-', [vol = LT-l.

Porównanie ['1'1i[f] daje

'" = -2y, P = y, czyli:

cp=c(~~r
Poniewaz wielkosc 1t = 19/v~ jest
bezwymiarowa, mozemy stad wywnioskowac
jedynie, ze qJ jest pewna funkcja n.

c = f(R,e).(I)

2. W ukladzie SI

[CI = m-'s' kg-lA', [RI = m,

[el = m-3s' kg-lA'.

Porównujac wymiary obu stron równosci (1)

m-'s' kg-lA' = m",-3Ps4Pkg'-PA2P

otrzymujemy uklad równan

",-3P=-2,P=1.

Zatem C = D'eR.

A. Znaleic pojemnosc elektryczna
przewodzacej sfery znajdujacej sit
w nieskonczonym jednorodnym i izotropowym

dielektryku.
Pojemnosc powinna zalezec od wymiaru
liniowego - promienia oraz wlasnosci
osrodka - stalej dielektrycznej:

N-K= 1

natomiast gdy niemozliwe jest skonstruowanie wielkosci bezwymiarowych:

2. Jezeli wymiary u, Xl, ... , XN_l wyrazaja sie przezK jednostek podstawowych, to dla

u = F(7I:l,7I:2, ... ),

u = CP(Xl, ... ,XN_l).

u = P(Xl, X2, ... , XN_l)F(7I:l,:7-2, ... ),

(2)

(3)

(I)

Po przesledzeniu tych przykladów jasne chYba beda nastepujace stwierdzenia:
1. Jezeli u jest wielkoscia fizyczna zalezna od wymiarowych wielkosciXl, ... , XN_l

U =!(Xl, •.. XN_l),

wtedy przy uzyciu analizy wymiarowej mozna przedstawic ja w postaci

Jednym z zastosowan analizy wymiarowej jest szacowanie wartosci wielkosci fizycznych czy tez
przyblizonego charakteru zaleznosci opisujacych zjawiska o zlozonym modelu matematycznym.
Metoda ta moze tez byc pomocna w trakcie eksperymentów majacych za zadanie wyznaczenie
zaleznosci pomiedzy wieloma parametrami. Dzieki mozliwosci tworzenia wielkosci
bezwymiarowych mozna znacznie zmniejszyc liczbe niezbednych doswiadczen.

istnieje jednoznaczne. rozwiazanie i mozna je znalezc metoda analizy wymiarowej. Ma ono
postac (3), gdzie nieokreslony pozostaje tylko bezwymiarowy wspólczynnik C. Jest to
przypadek najbardziej korzystny, gdyz dostarcza najdokladniejszych informacji o poszukiwanej
zaleznosci. Warto zwrócic uwage, ze wspólczynnik jest przewaznie rzedu jednosci.

gdzie P(Xl, X2, ... , XN_l) = X~' X:' ... X~~-l" a 71:1,71:2,... - wielkosci bezwymiarowe utworzone
z parametrów Xl' X2, ~.. , XN_l .

W szczególnosci, gdyu = const. i [uj = 1:

Na zakonczenie jeszcze kilka uwag. Za pomoca analizy wymiarowej nie mozemy oczywiscie
odkrywac nowych praw fizycznych. Moze ona dostarczac jedynie zaleznosci wynikajacych z praw
juz dostepnych, a od naszej intuicji fizycznej zalezy, do jakiego stopnia uda nam sie zmniejszyc
nieuniknione w tej metodzie niepewnosci (istotne jest np. wlasciwe wybranie jednostek
podstawowych i ukladu parametrów).
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Analiza wymiarowa jest takze podstawa wszelkich doswiadczen modelowych. Zmiane np.
rozmiarów ukladu kompensuje sie zmieniajac inne parametry tak, by wielkosci bezwymiarowe
byly w 'ukladzie modelowym takie jak w rzeczywistym. Czesto zapewnia to podobienstwo
sytuacji fizycznych.

Bardziej zaawansowane problemy, rozwiazane ponizej, przekonaja, miejmy nadzieje, Czytelników,
ze analiza wymiarowa to nie tylko "wyciaganie królika z kapelusza".

KATASTROFA ULTRAFIOLETOWA CZAS TRWANIA DOSKONALE SPREZYSTEGO
ZDERZENIA KUL

Zamkniete pudelko. którego scianki utrzymywane saw stalej temperaturze,
wypelnione jest promieniowaniem elektromagnetycznym wysylanym

j pochlanianym przez atomy scianek. W stanie równowagi termodynamicznej
promieniowanie to ma taka sama gestosc energiiu(T) w kazdym punkcie

wewnatrz pudelka, a co wiecej w kazdym punkcie taki sam jest rozklad energii
pomiedzy rózne czestosci v, tzw. gestosc widmowa 0(11, n. Zsumowana po
wszystkich czestosciach gestosc widmowa musi byc oczywiscie równa gestosci
energii:

00

~ Q(v, T)dv •• u(T).
O

Polaczenie dwóch róznych pudelek o tych samych temperaturach scianek

i róznych gestosciach widmowych swiatlowodem przepuszczajacym tylko jedna
czestosc doprowadziloby do przeplywu energii miedzy pudelkami, co jest
sprzeczne z II zasada termodynamiki. Wynika stad, ze gestosc widmowa nie
moze zalezec ani od materialu, z którego zbudowane jest pudelko, ani od jego
objetosci; jest uniwersalna funkcja temperatury i czestosci. Z punktu widzenia

fizyki klasycznej do wzoru okreslajacego gestosc widmowa moga wchodzic, poza

v i T, tylko dwie stale uniwersalne: predkosc swiatla c (elektrodynamika)i stala
Boltzmanna k (termodynamika).

Ograniczymy sie w naszych rozwazania.ch do centralnych zderzen identycznych
jednorodnych kul, poniewaz chcemy czas zderzenia tylko oszacowac. Poszukiwana
wielkosc powinna zalezec od srednicy kul -D, predkosci wzglednej - v oraz

stalych materialowych: gestosci e i modulu sprezystosci E:

T = f(D, E, v, e); N-K = 5-3 = 2 w ukladzie LTM.

Aby uniknac pojawienia sie wielkosci bezwymiarowych, wprowadzamy trzy

niezalezne jednostki dlugosci w trzech wzajemnie prostopadlych kierunkach;
wtedy

T = eDaEPv~i, gdzie

[D] = [.:(3. L~(3· L~/3, [E] = ML; tJ3. L; 1/3. L;:1/3. T-',

[vx] = LxT-I, [e] = ML; 1. L;l . L;: l.

Wymiary D, E i e wyznaczylismy wykorzystujac symetrie wlasnosci i ksztaltu
kul.

Równanie wymiarowe

T' = (LxL,Lz)113 a(ML;1/3L;:1/3L;:1/3T-'l·(LxT-l)Y.

. (ML; 1L; 1L;: l)ti

Zalózmy, zee jest iloczynem dowolnych potegv, T, c i k:

e(v, T) = AvaTPcYkti.

Porównujac wymiary obu stron równania:

kg'm-'s-l = (s-,)a. KP. (m.s-I)Y. (kg.m's-'K-I)ti,

dostajemy a = 2, P = l, Y = - 3 i ti = l.

Poszukiwana zaleznosc ma wiec postac:

e(v, T) = A k; .', gdzie A jest stala bezwymiarowa.c

Otrzymalismy w ten sposób prawo Rayleigha·Jeansa wyprowadzane w ramach
klasycznej fizyki statystycznej. Opisuje ono doskonale wyniki eksperymentalne

dla niewielkich czestosci, zupelnie natomiast zawodzi przy duzych czestosciach.

prowadzi do wyniku:

D

T= e· ]i: '
gdzie wielkosc ]i : jest równa predkosci dzwieku w ciele stalym. Jeslie '"I,

czas zderzenia jest w przyblizeniu równy czasowi przechodzenia fali dzwiekowej
przez kule. Dane doswiadczalne potwierdzaja w wiekszosci przypadków te ocene.
Scisle rozwiazanie problemu jest trudne rachunkowo ze wzgledu na zlozonosc
modelu zderzenia.

LEPKOSC GAZÓW RZECZYWISTYCH

kg·m
A -stala, [Ahl = --s'- ma = kg·ma+ls-'.

Dane empiryczne wskazuja, ze lepkosc gazów w znacznym przedziale temperatur
spelnia zaleznosc:

p = 0,98 q = 5,2

p = 0,68 stad q =

dla CO,

dla helu

Lepkosc powinna wiec zalezec od: masy czasteczkim, temperatury T, charakteru

sil miedzyczasteczkowych - czyli stalejA oraz stalej Boltzmanna k
charakterystycznej dla zjawisk molekularnych

1) = f(m, k, T, A),

1) - kaTPAymti; gdzie P = p.

W jednostkach ukladu SI mamy:

m-1s-lkglKO = (kg· m's-'K-l)a. KP· (kg· ma+ lS-')Y . kgti.

Po rozwiazaniu ukladu równan otrzymujemy:

2p+3
q = ---

2p-1
. I

121 F"'" -;:12'

Wynik dla dwutlenku wegla sugeruje, iz za zderzenia odpowiedzialna jest takze

czesc dlugozasiegowa (przyciagajaca) oddzialywan miedzyczasteczkowych. I tak

jest, gdyz przyciaganie czasteczek powoduje zakrzywianie ich torów.
doprowadzajac do zderzen nawet przy duzych parametrach zderzenia molekul.
Efekt ten zalezy od temperatury i jest przyczyna odchylenia wartosci

wykladnika p od l/2 przewidywanej przez teorie zjawisk transportu operujaca

modelem sztywnych kul. Otrzymana przez nas postac sily usrednia oba efekty.

7/ = eTA, e, p - stale dla danego gazu.

Na podstawie tej informacji mozemy oszacowac charakter zaleznosci sil

miedzyczasteczkowych od wzajemnej odleglosci molek~.
Lepkosc, zwiazana ~ transportem pedu, je-st wynikiem zderzen czasteczek, zatem
o jej wartosci decydowac winny sily odpychania. Przyjmijmy, iz sa one postaci:

Poniewaz .1 musi zalezec odv, wiec ex. '# O i mozemy przyjac dla wygody ex = l,
bo dowolna potega wielkosci bezwymiarowej jest równiez wielkoscia
bezwymiarowa. Poza tym, poniewaz wymiaru nowej stalej nie znamy, mozemy

wprowadzic inna stala h= CYkti+ l ,,', dlaczego akurat taka - okaze sie za chwile.

Wymiar h musimy oczywiscie wybrac tak. aby[v' TP, h· k-l] = l. czyli

[h] = kg.m's-'K-(P+')

Nieograniczony wzrost gestosci widmowej zv prowadzi poza tym do
absurdalnego wyniku ("katastrofa ultrafioletowa"), a mianowicie do
nieskonczonej wartosci gestosci energiiu(T). Zgodnie z empirycznym prawem
Stefana-Boltzmanna gestosc ta powinna byc proporcjonalnadO czwartej potegi

temperatury.

Wykladnik P okreslimy na podstawie prawa Stefana-Boltzmanna. Gestosc energii

jest równa calce z gestosci widmowej

00

kT rII(T) = -- \ .'.I(v· TP, h· k-')d,' .c' •
O

Po wprowadzeniu nowej zmiennej calkowania x = vTPhk-1 latwo zauwazyc, ze

u(T) - T'-l{l. Zgodnosc z prawem Stefana-Boltzmanna dostaniemy wiec dla
fJ = - 1. Gestosc widmowa ma teraz postac

(h,) kTe(v,T) = .1 kT OJv', a [h] = J. s.

Nowa stala wymiarowa h wprowadzil w 1900 r. Planck ratujac fizyke przed

"katastrofa ultrafioletowa". Stala ta·wiaze falowy opis promie.niowania
z opisem korpuskularnym i jest podstawowa stala mechaniki kwantowej.

Aby uniknac tego paradoksu, konieczne jest wprowadzenie nowej uniwersalnej
stalej wymiarowej spoza fizyki klasycznej. Mozemy ja uwzglednic w analizie
wymiarowej zakladajac, ze A jest teraz funkcja v, T, c, k i nowej stalej x.

Poniewaz .1 jest bezwymiarowe, interesuja nas wszystkie bezwymiarowe iloczyny
poteg wymienionych parametrów:

[va . TP . cY . kti . ,,'] = I.
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