Spirale sa wszedzie...

Gdy ,,mala delta” byla jeszcze dodatkiem do ,,duzej”, w jednym z numerdw
pisaliSmy o spiralach. Opisywalismy, gdzie w przyrodzie (i technice) mozna
spotka¢ spirale. A wiec spirale Archimedesa zatacza mucha idaca wzdluz
promienia obracajacej si¢ plyty gramofonowej, spiral¢ logarytmiczng wykorzystuje
si¢ w obrotowych nozach (chodzi o to, by kat cigcia byl staly), a spiralna linia
przecinajaca poludniki Ziemi pod stalym katem nazywa si¢ loksodroma.

Nasz tegoroczny konkurs jest poswigcony spiralom wiasnie, a konkretnie prosimy o

CIEKAWE ZDJECIA SPIRAL

Mozna spiralg wytworzy¢ do potrzeb zdjecia (np. pusci¢é muche z latarka po plycie)
lub wyszpera¢ ja w naturze.

Prosimy nie fotografowa¢ linii §rubowych (gwint, ,,spiralka” maszynki
elektrycznej) ani cykloid.

Na zwycigzcow czekajg liczne nagrody.
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Analiza wymiarowa

Mgr Tomasz TRATKIEWICZ

Nigdy nie zabieraj si¢ do obliczen, jesli nie znasz odpowiedzi John Archibald Wheeler

Prawa fizyki formulowane sa jako relacje matematyczne migdzy wielkosciami fizycznymi. Relacje
te muszg prowadzi¢ do identycznych rezultatow niezaleznie od uzytych jednostek miar. Dlatego
tez zajmowanie si¢ jednostkami, pomijajac wzgledy czysto pragmatyczne (wygoda obliczen,
kontrola poprawnosci rozwiazan) lub estetyczne (prostota czy clegancja matematycznego zapisu)
nie wydaje si¢ by¢, na pierwszy rzut oka, zbyt atrakcyjne.

W dalszym ciggu pokaZzemy w rozwigzywaniu jakich probleméw moze byé pomocna analiza
zaleznoéci fizycznych pod katem jednostek miar — tzw. analiza wymiarowa., Warto przyjrzeé sie
b realnym mozliwosciom tej metody, gdyz niektérzy uwazaja ja za calkowicie zbedna, a inni

I\ skionni sa widzie¢ w niej narzgdzie o niemal nieograniczonych mozliwosciach.

Kazda wielko$¢ fizyczna musi by¢ wyrazona w icisle zdefiniowanych i zrozumialych dla kazdego
jednostkach. Umownie zapisuje si¢ to w postaci

A ={A}[4],

gdzie A jest wielkoscia fizyczna, {A} jej wartoscig liczbowa, a [4] — jednostka; np. s = 2 lokcie,
s-dlugosc; {s} = 2; [s] = lokiec.

Jednostki obu stron réwnosci (czy nierdwnosci) musza by¢ zawsze identyczne, poniewaz nie ma
zadnego sensu porownywanie wielkosci fizycznych o réznych wymidrach. Podobnie jest

z dodawaniem i odejmowaniem. Dopuszczalne jest natomiast mnozenie i dzielenie.

Wyrazenie funkcyjne postaci: sin (droga), log (ci$nienie) nie maja whasciwie sensu, choé¢ bywaja
czasami stosowane jako wygodny chwyt ulatwiajgcy techniki rachunkowe (np. prostowanie funkcji)
lub pewien skrot myslowy (np. definicja pH w chemii).

W zasadzie mozna dla kazdej wielkosci fizyczne] zdefiniowac jej wlasny wzorzec. W rownaniach
fizycznych roiloby sig¢ jednak wtedy od statych wymiarowych, zapewniajgcych jednorodnosé
jednostek. Dlatego zawsze ogranicza sig liczb¢ wzorcow do niezbgdnego minimum. Jednostki
wielkosci, ktorym przypisuje si¢ wzorce to tzw, jednostki podstawowe. Pozostale jednostki
definiuje sie na podstawie zaleznosci spelnianych przez te wielkoéci. Np. wzorem definiujacym
jednostke sity w ukladzie SI jest F = am, co zapisuje si¢ w postaci

[F] = ms~?kg lub [F] = LT-*M, gdzie L, T, M to dowolne wzorce dlugosci, czasu i masy.



A. Znaleié pojemnosé elektryczng
praewodzqcej sfery najdujacej sie
w nieskoriczonym jednorodnym i izotropowym
dieleletrylku.
Pojemno$é¢ powinna zalezeé od wymiaru
liniowego — promienia oraz wi ici
ofrodka — stalej dielektryczne;j:
(O] C = f(R,8).
Poszukujemy f w postaci
fR, &) = D-R*- &P, gdzie D, u, f— stale
bezwymiarowe.
1. W ukladzie CGS
[C] = cm, [R] = cm, [g] = 1, cayli
C = D(s)* R.
2. W ukiadzie SI
[C] = m~3s* kg-1A2, [R] = m,
[e]l = m-3s% kg-1A2,
Por6wnujge wymiary obu stron réwnosci (1)
m-2s4 kg-'A? = ma'z'ss‘ﬂkg"ﬁalﬁ

otrzymujemy uklad réwnan
x—=3f= -2, =1
Zatem C = D'eR.

Dokiadne obliczenia dajg D(e) = £, D’ = 4x.
Warto zawazyé, e

— zastosowanie ukiadu SI dalo lepsze
rezultaty, co jest zwigzane z wieksza liczba

owych,

— przyjecie , 2e C zalezy dodatkowo od
innych wielkosci, np. gestoéci czy ladunku, nie
zmieniloby wyniku.

Z powyzszych regut wynika fakt stanowiacy podstawe analizy wymiarowej — wymiar dowolnej
wielkosci fizycznej jest iloczynem potgg jednostek podstawowych. Ponizej przytaczamy kilka
przykladow zastosowania analizy wymiarowej majacych ilustrowaé t¢ metode w dziataniu,
pokaza¢ typowe wyniki, do jakich prowadzi oraz wskaza¢ srodki umozliwiajace najefektywniejsze
jei wykorzystanie.

1. Wahadl, ¢ 'yezne o fci | ma
w poloZeniu rd agi predkost vy, O jaki
kat @ wychyli sig to wahadlo?

¢ = flve, I, 8).

Postulujemy potegows postaé funkcji £
five. 1, 8) = Coi§iP 7.

.Analizy dokonamy w ukladzie LT, tj. dlugosé

i czas przyjmujemy za wielkosci podstawowe.
[¢l=1, N1=L, [g] = LT-3, [w] = LT-1.
Poréwnanie [¢] i [f] daje
a= =2y, B=y, czyli:

g \v
= Cl—1"
4 (vi)

Poniewaz wielkoié = = Igfu] jest
bezwymiarowa, mozemy stgd wywnioskowad

., Jaki jest zasieg rzutu ciala o masie m
wyrzuconego z predkosfcig vo pod katem ¢?
Opdr osrodka pomijamy.
1= five, g, @, m).

Zakladamy

I = C‘Ugvgﬂ‘ w?‘ma.
W ukiadzie LMT ré
postaé:

ie wymiarowe ma

L = L¥ A @20,

Stad

at+f=1,a+28=0,4d =0, czyli
v
R
Prowadzac analizg wymiarows nieco inaczej
moina znalezé takze postaé funkcii C(y).
Zauwazmy, ze predkosé i przyspieszenie sa

1= €@

wektorami, wige moZna prowadzi¢ analize
niezaleinie dla rzutéw na of x i oé y.
Woystarczy w tym celu wprowadzié oddzielne
wymiary dla osi poziomej (Ly) i pionowej

(Ly).

Teraz | = f{vox, Yoy, 8) = DuSavdyg? i
Z rOWnania wymiarowego otrzymujemy

a=1,8+py=0,a+f+2y =0, astad

jedvnie, Ze ¢ jest pewna funkcig .

) E ]M\ Iy

| Vi cosg - sing
E

I = ¢ Yostoy _ .
g

Stala C moina teraz wyznaczyé
doswiadczalnie — wystarczy zmierzyé zasieg
dla jednej wartosci kata ¢.

1. Jezeli u jest wielkodcig fizyczna zalezna od wymiarowych wielkosei X, ..., Xy_,
u=f(Xy,..Xy-1),

wtedy przy uzyciu analizy wymiarowej mozna przedstawi¢ ja w postaci

(1) u=P(Xy, X2y ..., Xn_1)F(my, 72, ...),

gdzie P(X,, X3, ..., Xn_1) = Xi* X3* ... X§"%', a 71, @2, ... — wielkosci bezwymiarowe utworzone

z parametrow X;, X5, ..., Xn_1.

W szczegolnosci, gdy u = const. i [u] = 1:

(2) u= F(my, 73, ...),

natomiast gdy niemozliwe jest skonstruowanie wielkosci bezwymiarowych:

3) u= CP(Xy, ..., Xn_1).

2. Jezeli wymiary u, X, ..., Xn_, wyrazaja sie przez K jednostek podstawowych, to dla

N-K=1
istnieje jednoznaczne rozwiazanie i mozna je znaleZ¢ metoda analizy wymiarowej. Ma ono
postac (3), gdzie nieokreslony pozostaje tylko bezwymiarowy wspolczynnik C. Jest to

przypadek najbardziej korzystny, gdyz dostarcza najdokiadniejszych informacji o poszukiwanej
zaleznodci. Warto zwroci¢ uwage, ze wspolczynnik jest przewaznie rzedu jednosci.

Na zakoniczenie jeszcze kilka uwag. Za pomocg analizy wymiarowej nie mozemy oczywiscie
odkrywac¢ nowych praw fizycznych. Moze ona dostarczac jedynie zaleznosci wynikajacych z praw
juz dostepnych, a od naszej intuicji fizycznej zalezy, do jakiego stopnia uda nam sie zmniejszy¢
nieuniknione w tej metodzie niepewnosci (istotne jest np. wlasciwe wybranie jednostek
podstawowych i ukladu parametrow).

Jednym z zastosowan analizy wymiarowej jest szacowanie wartosci wielkosci fizycznych czy tez
przyblizonego charakteru zaleznosci opisujacych zjawiska o zlozonym modelu matematycznym.
Metoda ta moze tez by¢ pomocna w trakcie eksperymentow majgcych za zadanie wyznaczenie
zaleznosci pomigdzy wieloma parametrami. Dzieki mozliwosci tworzenia wielkosci
bezwymiarowych mozna znacznie zmniejszy¢ liczbg niezbgdnych doswiadczen.



sytuacji fizycznych.

KATASTROFA ULTRAFIOLETOWA

Zamkmete pudelko, kioreso dclanki utrzymywane sg w stalej temperaturze,
wypel jest p iem elektr gnetycznym wysylanym

i pochlanianym przez atomy scianek. W stanie rownowagi termodynamicznej
promieniowanie to ma taka sama gestosé energii u(T) w kazdym punkcie
wewngtrz pudelka, a co wigcej w kazdym punkcie taki sam jest rozklad energii
pomigdzy rdzne czgstodei », tzw, gestodd widmowa ¢(v, T). Zsumowana po
wszystkich czestosciach gestodé widmowa musi byé oczywiscie réwna gestosci
energii:

o
§ et Ddv = ().
0

Polgczenie dwoch rdznych pudelek o tych samych temperaturach scianek

i roznych gestosciach widmowych $wiatlowodem przepuszezajacym tylko jedna
czestosé doprowadzitoby do przeplywu energii migdzy pudetkami, co jest
sprzecene z 11 zasada termodynamiki. Wynika stad, ze gestosé widmowa nie
moze zalezed ani od materialu, z ktdrego zbudowane jest pudelko, ani od jego
objgtosci; jest uniwersalng funkcia peratury i czestosci. Z punktu widzenia
fizyki klasycznej do wzoru okreilajgcego gestos¢ widmowag moga wchodzié, poza
v i T, tylko dwie stale uniwersalne: predkodé $wiatta ¢ (elektrodynamika) i stata
Boltzmanna k (termodynamika).

Zalbzmy, ze ¢ jest iloczynem dowolnych potegy, T, ci k:

o0, T) = A*TENS.
Pordwnujae wymiary obu stron réwnania:
kg'm-ts=t = (s~ )% KP - (mes=1)7 - (kg-ms-2K-1)°%,
dostajemyax = 2, =1, y= =3id=1.
Poszukiwana zaleznos¢ ma wigc postaé:

kT
e(», T) = A o v2, gdzie A jest staly bezwymiarowa.

Otreymalidmy w ten sposéb prawo Rayleigha-Jeansa wyprowadzane w ramach
klasycznej fizyki stntyslycznej Opisuje ono doskona!e wyniki eksperymentalne

dla niewielkich czg i, zupelnie natomi dzi przy duzych czgstosiciach.

Nieograniczony wzrost gestosei widmowej z » prowadzi poza tym do
absurdalnego wyniku (, katastrofa ultrafiol "), a mi icie do

nieskon i wartodci gestosci energil «(T). Zgodnie z empirycznym prawem
Stefanua-Boltzmanna gestodé ta powinna byé proporcjonalna do czwartej potegi
temperatury.

Aby uniknaé tego paradoksu, konieczne jest wprowadzenie nowej uniwersalnej
stalej wymiarowej spoza fizyki klasycznej. Mozemy jg uwzglednié w analizie
wymiarowej zakladajac, e A jest teraz funkcjg v, T, ¢, k i nowej stalej ».
Poniewaz .1 jest bezwymiarowe, interesujg nas wszystkie bezwymiarowe iloczyny
poteg wymienionych parametréw:

(Tl LS L

Poniewaz .1 musi zalezed od », wige & # 0 i mozemy przyiaé dla wygody a = 1,
bo dowolna potega wielkodci bezwymiarowej jest réwniez wielkoscia
bezwymiarowsg, Poza tym, poniewaz wymiaru nowej stalej nie znamy, mozemy

wprowadzié¢ inng stala h = c"'ka' ln’. dlaczego akurat takq — okaze si¢ za chwile.

Wymiar h musimy oczywiscie wybraé tak, aby [r- .- k-1] =1, cavhi
[h) = kg mas-1K (B,

Wykladnik 7 okreslimy na podstawie prawa Stefana-Bol Gestodé energii
jest rowna calee z gestosci widmowej

x

W) = XL i 78 on ke nya.
0

Po wprowadzeniu nowej zmiennej calkowania x = v TPhk-1 latwo zauwazyé, ze

W)~ 71" 'Jﬂ. Zgodnosé z prawem Stef; Bol dostaniemy wige dla
# = = 1. Cestosé widmowa ma teraz postad
elr, T) = .1 3 v afh)=J"s.

Nowa staly wymiarows h wprowadzil w 1900 r, Planck ratujac fizyke przed
v katastrofy ultrafioletows™. Stala ta-wigze falowy opis promieniowania
z opisem korpuskularnym i jest podstawowg stala mechaniki kwantowej.

Analiza wymiarowa jest takze podstawa wszelkich do$wiadczen modelowych. Zmiang np.
rozmiarow ukiadu kompensuje si¢ zmieniajac inne parametry tak, by wielkosci bezwymiarowe
byly w ukladzie modelowym talue jak w rzeczywistym. Czesto zapewnia to podobiefistwo

Bardziej zaawansowane problemy, rozwiazane ponizej, przekonaja, miejmy nadziejg, Czytelnikow,
ze analiza wymiarowa to nie tylko ,,wyciaganie krolika z kapelusza™.

CZAS TRWANIA DOSKONALE SPREZYSTEGO
ZDERZENIA KUL

Ograniczymy si¢ w naszych rozwazaniach do centralnych zderzen identycznych
jednorodnych kul, poniewaz cheemy czas zderzenia tylko oszacowad. Poszukiwana
wielkodé powinna zalezed od drednicy kul — D, predkosci wzglednej — v oraz
stalych materialowych: gestosci ¢ i modulu sprezystosdci E:

T=fiD,E,v,0)i N-K = 5-3 = 2 w ukladzie LTM.

Aby unikngé pojawienia si¢ wielkosei bezwymiarowych, wprowadzamy trzy
niczalezne jednostki diugoéci w trzech wzajemnie prostopadlych kierunkach;
wiedy
T = cD*EPv} 0, gdzie
(o) = 1313 L33 13 gy = Mg MR L B s,
[val = LT3, o] = MLz '~ Ly '-L.".
Wymiary D, E i ¢ wyznaczylidmy wykorzystujae symetri¢ wlasnosci i ksztaltu
kul.

Réwnanie wymiarowe
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prowadzi do wyniku:

gdzie wielkosé ]/—f— jest réwna predkosci dzwicku w ciele statym. Jedli C = 1,

czas zderzenia jest w przyblizeniu réwny czasowi przechodzenia fali diwigkowej
przez kule. Dane dodwiadezalne potwierdzajy w wigkszodei przypadkdw te oceng.
Sciste rozwigzanie problemu jest trudne rachunk ze wzgledu na zlozonosé
modelu zderzenia.

LEPKOSC GAZOW RZECZYWISTYCH

Dane empiryczne wskazuja, ze lepkosé gazéw w znacznym przedziale temperatur
spelnia zaleznosé:

= CTR C, p—stale dla danego gazu.
Na podstawie tej informacji mozemy oszacowaé charakter zaleznodci sit
migdzyczasteczkowych od wzajemnej odleglosci molekut.
Lepkoi¢, zwiazana z transportem pedu, jest wynikiem zderzen czasteczek, zatem
o jej wartosci decydowaé winny sily odpychania. Przyjmijmy, if sq one postaci:

kg

F= fT; A — stala, [Aly = md = kg-ma+is-2,

Lepkoéé powinna wige zaleze¢ od: masy czasteczki m, p ury T, charakteru

sit migdzyczasteczkowych — czyli stalej A oraz stalej Boltzmanna k
charakterystycznej dla zjawisk molekularnych

n=fimk, T, A,
11~ KETP AP pdiie B = p.
W jednostkach ukladu SI mamy:
m=1s=1kg'KO = (kg-m?s~2K-H% . KP - (kg-ma+is-H? - kg,
Po rozwiazaniu ukladu réwnan otrzymujemy:
ZPER
2p-1

1
dlahelu p=0068stad g =121 F~ ——

g =

diaCOy p=098g=52 i F~ %

Wynik dla dwutlenku wegla sugeruje, it za zderzenia odpowiedzialna jest takie
czedé dlugozasiegowa (przycmsamca) oddzmlywm migdzyczasteczkowych, I tak
jest, gdyz przycigganie czgs p duje zakrzywianie ich torow,
doprowadzajac do zderzen nawet przy duzych parametrach zderzenia molekut,
Efekt ten zalezy od temperatury i jest przyczyng odchylenia wartosdci
wykladnika p od 12 przewidywanej przez teorie zjawisk transportu operujacq
modelem sztywnych kul. Otrzymana przez nas postac sily uérednia oba efekty.




