Stale 1 zmienne

Co to jest funkcja? Kazdy umie sformulowaé jakas definicje,
a obecnie w szkolach podaje sig nastgpujaca:

Funkcja nazywamy przyporzadlkowanie elementom zhioru
argumentow X elementow zbioru wartosci Y w ten sposob,
ze danemu x € X odpowiada dokladnie jeden y € Y.

Czasami mowi sie o sformalizowanej do korica wersji
powyzszego okreslenia:
Funkcja o zbiorze argumentow (dziedzinie) X i

Czy o jest zerem? Jesli tak, to nie mozna dzieli¢ przez o, jesli
to dlaczego przyjmujemy w koricu, ze jest rowne zeru? Czyzby
wyniki byly tylko przyblizone? Dzis wiemy, ze wyniki sa dobre,
a metoda jest zupelnie $cisla, trzeba tylko zadba¢ o precyzje

definicji. Wystarczy powiedzie¢: przechodzimy do granicy z a.

Inaczej spojrzal na rozniczkowanie funkcji Leibniz.
Wprowadzil on doé¢ niejasne symbole dx i dy, tlumaczac je
mniej wigecej tak: dx to przyrost czasu, zaldozmy, ze od x do
x+dx predkosc zmian funkeji nie zmienia sig¢ — ten
hipotetyczny przyrost funkcji od x do x+dx to wlasnie dy.
Stosunek rozniczek dy/dx to pochodna funkeji. Na ,,utamek”
dy/dx patrzyl Leibniz dwojako: raz interpretowat go jako
stosunek przyrostow, a innym razem jako predkosé chwilowa
li Newtonowska fluksjg ). Obliczenie rozniczki funkcji

* i przeciwdziea'.zim’e tht zbior Fz[o{zon:rr z takich par, y)_,ﬂ _y = x> wygladatoby wedlug Leibniza tak:
xeX, yeY, ze dla kazdego x € X istnieje do nie l" i
jeden y € ¥ taki, ze (x, y) € F. =\(x+dx)*[3—x*(3 = x3dx+x(dx)® —(dx)?/3,
M:m(? tycih wys'.llkéfw teoretykow nie uc.lalo sig/chy iedbatoby si¢ rozniczki wyzszych poteg,
(z wyjatkiem niektorych klas w szkole im. Gott
w Warszawie) zabi¢ zdrowego pojmowania fu . dy = ¥3dx.
(jednej zmiennej) to zaleznosé, najlepiej
jak f(x) = x*+4x+34x2 41001, albo £ l wigzywac znaczenia do tego, czym
Ze argument (zmienna niezalezna el dy|dx i dy, to mozna z powodzeniem
warto$¢ funkeji jednoznacznie. 1 ST k. G i kinematycznej. Podejécie to jest
nazywa si¢ zmienng niezaleing, y e ¥ - a szybkie wyprowadzenie
na to wszystko ,,dynamicznie’’: o e LI odne podsta he czkowanie sumy, roznicy, i'~czynu
i bardziej efektywne: mozemy ba obie X i ilorazu)'i p kor obliczeniach mozemy rzeczywiscie
i bada¢ w ,,ruchu”. Przykladowo 4 y sig pojegia oyt sg naprawde dx i dy
stycznej — to graniczne polozeni ¢j2Gdy plynie €zas, ) ) ) xsin(x2+5x+6)+ e
to sieczna przechodzi w styczna. ego (przyk i~ P e Rk = m;
nieprecyzyjnego okreslenia latwo 2 i€c, egb funkcje ) ) =
takie jak y = [x|, y = [sinx| nie hodn zerze: nie sposob inaczej niz icznie).
graniczne polozenie siecznych roz i¢ w zaleznOsci od .
sposobu przechodzenia do grani 4 . .
L ;) ,»Naprawde” r | dy sa elementami przestrzeni
kostycznej do i: dokladna formalizacja nie jest
Dynamiczne, lub raczej kinematy spojrzeni¢ na funkcj zreszta skomplikowana i oze usuwa filozoficzne
lezy u podstaw newtonowskiego Scia do unku tpliwoséci, ale dosé sk ie zabija intuicje. Formalizacja
rozniczkowego. U Newtona zmie lez su; w matematyge i byg ¢ wtorna, dlarego niezbedne jest '
zaroOwno zmienna zalezna y jak i Z entami, chyba kin do podstaw rachunku
tzn. wielkosciami zaleznymi od ¢ ian Fluenty roZni we, iejsza jego algebraizacja.
nazywal Newton fluksjq i oznac ¢ kropki n
symbolem fluenty. . ] X .
Wid u jawnia swoje wady, gdy zaczynamy
M rozZpa yjne, tzn. ktorych elementami sg
Newton podat sposob obliczania i i ich przestrzeni przyporzadkowuja
dzisiejszym jezykiem, obliczania i kinematyczny jest juz dosé
Sposab ten daje sie zastosowaé d . jemy nad nim, nadajac
i przedstawimy (czy raczeJ przypomnimy) go dla funk czdjdwo nazwe operatora dla przeksztalcen funkcji
¥ = x*[3. Zalozymy, ze & = 1, tzn. Ze fluenta x zmiefid}sie funkgje. Potem mamy jednak przeksztalcenia operatorow
jednostajnie w czasie. Oznaczmy przez o maly prze czasu. {operdtory itd.; algebra wypiera wyobraZnie.
Przyrost fluenty x w tym czasie wynosi o; natomiast ta y
wZrasta o ’ 52 P
(x+0)* 5 nt polegajacy na tym, by uczniow wyuczy¢
——— —— = x%9+ x0%+0*[3 giwania si¢ pojeciem funkeji wylgcznie wedtug przytoczonej
2 g sleple efinicji (*), nie dopuszczajac jakichkolwiek
i po podzieleniu przez czas o otrzymujemy predko$é z ja tym, Ze w gruncie rzeczy funkcja to prosta
dokonala si¢ zmiana wartoéci fluenty y: Znos¢ od czasu, przyniostby ciekawe rezultaty, Jeden wynik
58 xoSiohs. ke wydaje.siq bezsporny : zepsulibySmy nie do naprawienia
miode umy#i}y (jak owce w Animal Farm).

Teraz nast¢puje najdziwniejsza rzecz. Podstawiamy o = 0
i otrzymujemy
y=x

a wiec, jak wiemy prawidlowy wynik.

Krytycy Newtona wiele razy zwracali uwage na ]J
nickonsekwencje i wrecz bledy logiczne w takic
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iach.

Powyzsze rozwazania nie s3 moze zbyt glebokie: kazdy

, ktorym sig cheemy postugiwad, powinnismy poznaé
i w dzialaniu. Tak jest i z matematyka: czesto
ynamiczne™ spojrzenie na problem pozwala go lepiej
Zrpzumied, a co za tym idzie — rozwigzaé.

Michal SZUREK

]
|
l



