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Rys. 1

Gestosé czastek w punkcie okredlana jest
jako st k liczby k w niewielkim
otoczeniu punkiu do objetosci tego
ia, Gdy érednica ot ia (L)

jest duzo wigksza niz érednia odlegloéé
migdzy czgstkami (/) zawiera ono wicle

sstek i prawdopodobiefistwo wystapieni
dugej fluktuacji gestosci jest niewielkie.
Kiedy L jest bliskie I fluktuacje rosng,
bo poréwnywalne stajg sie
prawdopodobienstwa, ie w
obszarze sq czastki i e ich nie ma.
Obszary, w ktorych srednie wielkodci
silnie fluktuujs w czasie, nazywamy
obszarami mikroskopowymi. Opis ukladu
#a pomoca wartosci §rednich w takich
obszarach na ogdl nie ma sensu,

Istotng ro#nica miedzy omawianymi
| hani i ji jest to, ze dla
réinych standw poczatkowych czasy
lak iowej s3 w przybli
rbwne, natomiast czasy relaksacji przez
mieszanie faz mogq sie znacznie réznié.
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Prosty model ilustrujgcy problem
termodynamicznej strzalki czasu

Doc. dr Antoni KUSZELL

Co najmniej od czasow Boltzmanna wciaz zywa jest dyskusja na temat sprzecznosci pomiedzy
odwracalnoscig w czasie dynamiki klasycznej, a nieodwracalnoscia zjawisk w fizyce
statystycznej. Poznanie zrodia nieodwracalnosci pozwala glebiej wniknac w istote
termodynamicznej strzatki czasu, tj. strzatki zdefiniowanej przez zasade wzrostu entropii.

Znamy w fizyce kilka mechanizmow wprowadzajgcych nieodwracalnos¢, Zajmiemy sie tutaj
jednym, najprostszym zwanym mechanizmem mieszania faz. Mimo ze podlega mu dazenie
do rownowagi termodynamicznej jedynie w pewnej podprzestrzeni przestrzeni fazowej,

to ilustruje on najistotniejsze elementy teorii procesow nieodwracalnych. Dla prostoty
rozwazymy mechanizm mieszania faz w modelu, dla ktorego mozna znalez¢ pelne
deterministyczne rozwigzanie.

Rozwazmy kulke o masie m = 1, poruszajaca si¢ po prostej. Zalezno¢ jej energii
potencjalnej od polozenia opisana jest funkcja U(x); rys. 1. Jezeli pominiemy tarcie, energia
kulki wyrazona wzorem

]
E=T+Ux) = T+U(x)

bedzie podczas ruchu wielkoscia stalg.
Wyznaczmy punkty + xo(E) spelniajace warunek:

E = U(xo(E)).

Roéwnanie to w naszym przypadku ma oczywiscie rozwiazania jedynie dla energii
z przedzialu Upgn < E < 0.

Przedstawiajac energi¢ kinetyczna w postaci

T=E-U
widzimy, ze bedzie ona nieujemna jedynie w przedziale |x| < xo(E). Jest to obszar fizycznie
dopuszczalny dla ruchu kulki. Obszar |x| > x,(E) jest zabroniony dla kulki o energii E.
Tak wiec podczas ruchu bedzie ona oscylowata pomigdzy —x,(E) a x,(E). Dla energii
nieujemnych nie wystapia oscylacje. Kulka bedzie sig¢ poruszata w ustalonym kierunku
ruchem niejednostajnym. W dalszym ciagu ograniczymy si¢ jedynie do przypadku
oscylacyjnego.

Okres oscylacji 7 jest, ogdlnie rzecz biorac, funkcja energii kulki. Posta¢ tej funkeji jest
rozna dla roznych ksztaltow zaleznosci energii potencjalnej od polozenia. Wybierzmy taka
zalezno$é, by w pewnym przedziale energii (Enin, Eo) okres byt liniowa funkcja energii
T(E) =o- (E_‘Emiu)-
Dla dalszej analizy wygodnie jest wprowadzi¢ nowa zmienna opisujaca polozenie kulki.
Nazywac ja bedziemy fazq oscylacji:
x = xo(E)cos®(1).

Dla dowolnych energii E faza zmienia si¢ w przedziale (—n, 7).

Ruch kulki w przestrzeni (@, E) odbywac¢ sig bgdzie po torze E = const. z okresem 7(E),
patrz rys. 2.

Rozwazmy teraz jednoczesny ruch ukladu kilku kulek, poruszajgcych si¢ niezaleznie,
okreslonych wspotrzednymi fazowymi (®,, E,), gdzie n oznacza numer kolejny kulki. Jedli
przyjmiemy, ze kazda kulka ma inng energig, to okresy oscylacji

Ty = 0(Ex— Euiin)

bedg rozne dla roznych kulek. Dla prostoty mozemy tak dobraé energie poszczegoinych kulek,
by okresy spelnialy relacje :
Ty = N7;.
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Wybierzmy tez bardzo szczegbine warunki poczatkowe — takie, by dla ¢+ = 0 wszystkie fazy ..
B,(0) = —. |

Na rysunku 3 przedstawiliSmy rozwdéj w czasie ukladu czterech kulek. Mozna latwo
zauwazy¢, ze po czasie rOwnym najmniejszej wspolnej wielokrotnosci okresow T, uklad
dokladnie powroci do sytuacji wyjsciowej. Czas ten, ktéry mozemy interpretowac jako czas
Poincarégo powrotu uktadu do warunkéw poczatkowych, wynosi 127, . W przypadku
ogolnym zalezy on silnie od ilosci kulek oraz od stosunku ich okresow. W przypadku
okresow niewspotmiernych nie ma mowy.e-dokladnymzreprodukowaniu warunkow

ey Zau la clo > 0, oraz dowolnych okreséw
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Z powyzszego wynika juz, ze stany charakteryzujace si¢ jednorodnym rozkladem gestosci s .
wyroznione i uklad prawie przez caly czas bedzie znajdowal si¢ w takich stanach. Odnosi si¢ to
nie tylko do rozwazanego przez nas specyficznego rozkladu poczatkowego. Ceche te¢ maja
wszystkie rozklady, dla ktorych catkowita liczba czastek o okreslonej energii jest taka sama
dla wszystkich energii. Jest to istotny warunek, poniewaz brak jest w naszym modelu
mechanizmu wyréwnujacego energie. :

ENERGIA

Stan odpowiadajacy jednorodnej gestosci w przestrzeni fazowej nazywa si¢ stanem rownowagi.
Proces dazenia do stanu rownowagi nazywamy relaksacja ukladu. W omawianym przypadku
jest to relaksacja przez mechanizm mieszania faz,

W ukladach czastek oddziatujacych ze soba poza mechanizmem mieszania faz istnieje drugi,

w wielu przypadkach dominujacy, mechanizm relaksacji zderzeniowej. Mechanizm ten
prowadzi takze do relaksacji energii, poniewaz podczas oddzialywania dwu czastek nastepuje

przekazanie energii i pedu. Zmiany energii i pedu czastki moga by¢ przy tym bardzo

gwaltowne, jak np. w zderzeniach kul bilardowych. Zauwazmy, ze warto$¢ przekazu silnie

] zalezy od parametru zderzenia, Z tego powodu kula bilardowa po niewielu zderzeniach

- »»Zapomina’ o swoim stanie poczatkowym, co oznacza, ze ukiad osiagnal stan réwnowagi.

_M\ W gazie skladajacym si¢ z atomow helu w warunkach normalnych czas relaksacji zderzeniowej

wynosi okolo 10~° s. Tak wige praktycznie rzecz biorac mamy zawsze do czynienia z gazem
\ zrelaksowanym, znajdujacym si¢ (lokalnie) w stanie rownowagi termodynamicznej.

= Relaksacja przez mieszanie faz odgrywa decydujaca rolg w procesie relaksacji tzw. gromad
= kulistych gwiazd, a takze w niektérych procesach zachodzacych w plazmie.

ENERGIA

Rys. 4

Sciaganie przestrzeni

W topologii badane sy przastrzenie sciggalne. Oto ich definicja.

Mowimy, ze X jest zbiorem sciggalnym (dokladniej: przestrzenig
4ciagalng), gdy jest takie przeksztalcenie ciagle

F: Xx[0,1] =+ X,
ze dla kazdego x € X mamy

F(x,0) = x
Flx, 1) = xo = const.
Czy to moina zrozumieé? Oczywiscie ze tak, ale chyba tylko w ten
spos6b: Interpretujemy parametr f € [0, 1] jako czas. Wowczas mokemy
powicdziet, e pmslrzen |esl k:qgalna. gdy istnicje ciggle przejscie
w czasie od przel iowego (w chwili ¢+ = 0) do
Przestrien iciggalna Przesirzen niesciggalna nrzeksztalcenia ,,wszystko w jeden punkt” (w chwili t = 1).

Zadania, ktérych nie LI!THLTH\ I‘OIWM?RC okreslamy podobnie jak wyznacznik, z tym tylko, ze wszystkie iloczyny

odpowiednich wyrazéw brane s3 ze znakiem + nie za$, jak przy

4 g : e wyznaczniku, ze znakiem zaleznym od per ji numerdw wierszy.

Z wyznacznikdw 2% 2, ktdéryeh wyrazami sg tylko 0 i 1, najwicksza I tak

o 1 0
1 N —c " e oy
wartosé ma |0 ll (Druz 0 i ‘I l|) Wyeznaczniki 3 %3 zlozone du 1 = agay+aya;,
I . 2
z zer i jedynek mogg przyjmowaé roine wartosci, z ktérych najwicksza
jest 2, {@11 @13 dps
'ian Q33 O33 = @;10320y3+ 31382385, + 311453815+

1 oto preste zadanie: jaka jest najwicksza wartos¢ wyznacznika nxn, |83y dzz @33 + @y @ ads3+@y3G2285, + 8 G323,

ktorego wyrazami sg tylko 0§ 1? itd.

wProste’” nie znaczy ,Jlatwe”. Dla n = 4 moZna jeszcze wszystko wyliczyé Hipoteza van der Waerdena moéwila, Ze

i odpowiedi brzmi: 3, dla n = 5 jest 5, dla m = 6 jest 9, dla n = 7 — 32, e nlfat

ale odpowiedz ogdlna nie jest znana, choé problem jest stary. W 1893 roku i . . . -

Hadamard probowal go rozwiazaé w wersji ogolniejszej: znalezé dla dowolnej macierzy o nieujemnych wyrazach i majacej tg wiasnosc,

najwigkszg wartosé wyznacznika X n, ktérego elementami sa liczhy e suma elementdw kaidego wiersza i kazdej kolumny wynosi 1.

© module nie wigkszym nikz 1. W 1942 roku Wilkinson wykazal, 22 oba Ponadio, 2 rownosé zachodzi tylko wiedy, gdy wszystkie wyrazy 53

te zadania sa réwnowaine. Obszerng literature do problemu mo#na znaleié réwne 1/n.

w pracy K. Florka w Colloguivm Mathematicum z 1963 roku R s b P o yk§ 0D,
. Zadanie ma przzjrzysta tres¢ geometryczna. Z n+ 1 wicrzcholkéw w chemil fizycznej I“-"-‘ i pro!?lemu van der Waerdena prz_vs;lo
l n-wymiarowej kostki (kwadratu, szeicianu, ...) tworzymy sympleks wlanic ze strony fizykéw. Przegladajac stare prace Aleksandrowa fizyk
| {tréjkat, czworodcian, ...). Jak wiclka moie byé jego n-wymiarowa miara radziecki G. P. Jegoryczew natknal si¢ na ""'d""f'c'_ﬁ_ THENERR
| (pole, objgtosé, ...)? z permanentami stanowigea kluczowy krok w poéiniejszym dowodzie.
| Gdyby nie to, Ze napisana po rosyjsku praca Aleksandrowa byla
| Odnotujmy, 2¢ w 1980 roku rozwis igédziesigcioletni problem nigznana szerszemu kregow: odbiorcow, hnpnleu van der Waerdena

van der Waerdena o per Per t (bral skiego terminu| zostalaby z pewnoscig udo i
¥ der Waerd I h. P (brak polski inu) talab; osci i
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