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Co najmniej od czasów Boltzmanna wciaz zywa jest dyskusja na temat sprzecznosci pomiedzy

odwracalnoscia w czas!e dynamiki klasycznej, a nieodwracalnoscia zjawisk w fizyce
statystycznej. Poznanie zródla nieodwracalnosci pozwala glebiej wniknac w istote
termodynamicznej strzalki czasu, tj. strzalki zdefiniowanej przez zasade wzrostu entropii.
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Gestosc czastek w punkcie okreslana jest

jako stosunek liczby czastek w niewielkim
otoczeniu punktu do obj~tosci tego
otoczenia. Gdy srednica otoczenia(L)
jest duzo wieksza niz srednia odleglosc

miedzy czastkami (I) zawiera ono wiele

czastek i prawdopodobienstwo wystapienia
dl)zej fluktuacji gestosci jest niewielkie.
Kiedy L jest bliskie / fluktuacje rosna.

bo porównywalne staja sie

prawdopodobienstwa, ze w rozwazany"m
obszarze sa czastki i ze ich nie ma.
Obszary. w których srednie wielkosci

silnie fluktuuja w czasie, nazywamy

obszarami mikroskopowymi. Opis ukladu
za pomoca wartosci srednich w takich
obszarach na ogól nie ma sensu.

Istotna róznica miedzy omawianymi

mechanizmami relaksacji jest to, ze dla
róznych stanów poczatkowych czasy

relaksacji zderzeniowej sa w przyblizeniu
równe, natomiast czasy relaksacji przez
mieszanie faz moga sie znacznie róznic.

energia

x

Znamy w fizyce kilka mechanizmów wprowadzajacych nieodwracalnosc. Zajmiemy sie tutaj
jednym, naj prostszym zwanym mechanizmem mieszania faz. Mimo ze podlega mu dazenie
do równowagi termodynamicznej jedynie w pewnej podprzestrzeni przestrzeni fazowej,
to ilustruje on najistotniejsze elementy teorii procesów nieodwracalnych. Dla prostoty
rozwazymy·mechanizm mieszania faz w modelu, dla którego mozna znalezc pelne
deterministyczne rozwiazanie.

Rozwazmy kulke o masiem = l, poruszaj,aca sie po prostej. Zaleznosc jej energii
potencjalnej od polozenia opisana jest funkcjaU(x); rys. 1. Jezeli pominiemy tarcie, energia
kulki wyrazona wzorem

v2
E = T + U(x) = - + U(x)

2

bedzie podczas ruchu wielkoscia stala.
Wyznaczmy punkty ± xo(E) spelniajace warunek:

E = U(xo(E)).

Równanie to w naszym przypadku ma oczywiscie rozwiazania jedynie dla energii
z przedzialu Um/n .s; E < O.

Przedstawiajac energie kinetyczna w postaci

T= E-U

widzimy, ze bedzie ona nieujemna jedynie w przedziale lxi< xo(E). Jest to obszar fizycznie
dopuszczalny dla ruchu kulki. Obszar lxi> xo(E) jest zabroniony dla kulki o energiiE.

Tak wiec podczas ruchu bedzie ona oscylowala pomiedzy-xo(E) a xo(E). Dla energii
nieujemnych nie wystapia oscylacje. Kulka bedzie sie poruszala w ustalonym kierunku
ruchem niejednostajnym. W dalszym ciagu ograniczymy sie jedynie do przypadku
oscylacyjnego.

Okres oscylacji 1:' jest, ogólnie rzecz biorac, funkcja energii kulki. Postac tej funkcji jest
rozna dla róznych ksztaltów zaleznosci energii potencjalnej od polozenia. Wybierzmy taka
zaleznosc, by w pewnym przedziale energii(Em1n, Eo) okres byl liniowa funkcja energii

1:'(Ej = (1.' (E-Em1n).

Dla dalszej analizy wygodnie jest wprowadzic nowa zmienna opisujaca polozenie kulki.
Nazywac ja bedziemy faza oscylacji:

x = xo(E) cosl/J(t).

Dla dowolnych energiiE faza zmienia sie w przedziale(-;n;, ;n;).

Ruch kulki w przestrzeni (l/J, E) odbywac sie bedzie po torzeE = consL z okresemr(E),

patrz rys. 2.
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Rozwazmy teraz jednoczesny ruch ukladu kilku kulek, poruszajacych sie niezaleznie,
okreslonych wspólrzednymi fazowymi(l/Jn, En), gdzie n oznacza numer kolejny kulki. Jesli
przyjmiemy, ze kazda kulka ma inna energie, to okresy oscylacji

1:'n = (1.(En-Emln)

__ beda rózne dla róznych kulek. Dla prostoty mozemy tak dobrac energie poszczególnych kulek,
7T faza by okresy spelnialy relacje
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Wybierzmy tez bardzo szczególne warunki poczatkowe - takie, by dlat = O wszystkie fazy

tPn(O) = -n.

:ji zdaza

.ezmy
naszego
y po

tany te sa
rozkladach

osc jest ograniczona np.
, uzasadniony jest opis ciagly.

czasie dlugim w porównaniu
estrzeni fazowej beda sie
dowolnej chwili z przedzialu
rukture w postaci równoleglych
sie ewolucji.
od rozmiarów obszarów

kulki wypelniaja cala
azuje, ze tak usredniona

ozenia jednorodnego rozkladu
!ikazda kulka z osobna

j'st tak duza, ze interesujace
zypadku czas powrotu moze
. t = O wszystkie kulki sa

n+ (l), co zostalo
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Wrócmy teraz do naszego pro'
nas obszary przestrzeni fazow
byc niezwykle dlugi. Rozwaz
rozlozone ze stala gestosciaWI

zilustrowane na rys. 4.

W przypadku, gdy najmniejsz
zdolnoscia rozdzielcza aparat

Na rysunku 3 przedstawilismy rozwój w czasie ukladu czterech kulek. Mozna latwo
zauwazyc, ze po czasie równym najmniejszej wspólnej wielokrotnosci okresówTn uklad
dokladnie powróci do sytuacji wyjsciowej. Czas ten, który mozemy interpretowac jako czas
Poincarego powrotu ukladu do warunków poczatkowych, wynosi12T l. W przypadku
ogólnym zalezy on silnie od ilosci kulek oraz od stosunku ich okresów. W przypadku

okresów niewspólmiernych nie ma mo . ~"J~.::odukowaniu warunkówpoczatkowych. Jednakze moz auwazyc, ze dla dowolne}!:~ 0, oraz dowolnych okresów
mozna znalezc takie licz~ lkowi1e-~ek:

Na kolejnych rysunkach wid
z naj dluzszym okresem oscyla
znajdowac punkty nalezace d,
'tmax ~ t ~ T•. Te stany ewo
paseczków, których grubosc i
W pewnym momencie ta subt
makroskopowych. Od tego m",
przestrzen fazowa. Dokladni
gestosc bedzie stala w przestr
gestosci w poczatkowym pas

FAZA zachowuje swoja energie.
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Z powyzszego wynika juz, ze stany charakteryzujace sie jednorodnym rozkladem gestosci sa
wyróznione i uklad prawie przez caly czas bedzie znajdowal sie w takich stanach. Odnosi sie'to
nie tylko do rozwazanego przez nas specyficznego rozkladu poczatkowego. Ceche te maja
wszystkie rozklady, dla których calkowita liczba czastek o okreslonej energii jest taka sama
dla wszystkich energii. Jest to istotny warunek, poniewaz brak jest w naszym modelu
mechanizmu wyrównujacego energie.

Stan odpowiadajacy jednorodnej gestosci w przestrzeni fazowej nazywa sie stanem równowagi.
Proces dazenia do stanu równowagi nazywamy relaksacja ukladu. W omawianym przypadku
jest to relaksacja przez mechanizm mieszania faz.

W ukladach czastek oddzialujacych ze soba poza mechanizmem mieszania faz istnieje drugi,
w wielu przypadkach dominujacy, mechanizm relaksacji zderzeniowej. Mechanizm ten
prowadzi takze do relaksacji energii, poniewaz podczas oddzialywania dwu czastek nastepuje
przekazanie energii i pedu. Zmiany energii i pedu czastki moga byc przy tym bardzo
gwaltowne, jak np. w zderzeniach kul bilardowych. Zauwazmy, ze wartosc przekazu silnie
zalezy od parametru zderzenia. Z tego powodu kula bilardowa po niewielu zderzeniach
"zapomina" o swoim stanie poczatkowym, co oznacza, ze uklad osiagnal stan równowagi.
W gazie skladajacym sie z atomów helu w warunkach normalnych czas relaksacji zderzeniowej
wynosi okolo 10-9 s. Tak wiec praktycznie rzecz biorac mamy zawsze do czynienia z gazem
zrelaksowanym, znajdujacym sie (lokalnie) w stanie równowagi termodynamicznej.

Relaksacja przez mieszanie faz odgrywa decydujaca role w procesie relaksacji tZ\V.gromad
kulistych gwiazd, a takze w niektórych procesach zachodzacych w plazmie.

Rys. 4

Sciaganie przestrzeni

W topologii badane sa przestrzenie sciagalne. Oto ich definicja.

. 1=0

Przestr2.en sciagalna Przestrzen niesciagalna

Mówimy, ze X jest zbiorem sciagalnym (dokladniej: przestrzenia

sciagalna), gdy jest takie przeksztalcenie ciagle

F: Xx [O, 11 - X,
ze dla kazdegox E X mamy

F(x,O) = x

F(x, l) = Xo = const.

Czy to mozna zrozumiec? Oczywiscie ze tak, ale chyba tylko w ten
sposób: Interpretujemy parametrt E [O, l] jako czas. Wówczas mozemy
powiedziec, ze przestrzen jest sciagalna, gdy istnieje ciagle przejscie

w czasie od przeksztalcenia tozsamos.ciowego (w chwilit = O) do
?rzeksztalcenia~"wszystko w jeden punkt" (w chwili t = 1).

okreslamy podobnie jak wyznacznik, z tym tylko, ze wszystkie iloczyny
odpowiednich wyrazów brane sa ze znakiem + nie zas, jak przy
wyznaczniku, ze znakiem zaleznym od permutacji numerów wierszy.
I tak

itd.
Hipoteza van der Waerdena mówila, .ze

per A ~ n!/n"

dla dowolnej macierzy o nieujemnych wyrazach i majacej te wlasnosc,
ze suma elementów kazdego wierszai kazdej kolumny wynosi l.

Ponadto, ze równosc zachodzi tylko wtedy, gdy wszystkie wyrazy sa
równe l/n.

Permanentów uzywa sie w kombinatoryce, a poza matematyka np.
w chemii fizycznej. Rozwiazanie problemu van der Waerdena przyszlo
wlasnie ze strony fizyków. Przegladajac stare prace Aleksandrowa fizyk
radziecki G. P. Jegoryczew natknal sie na nierównosc zwiazana
z permanentami stanowiaca kluczowy krok w pózniejszym dowodzie.

Gdyby nie to, ze napisana po rosyjsku praca Aleksandrowa byla
nieznana szerszemu kregowi odbiorców, hipoteza van der Waerdena

zostalaby z pewnoscia udowodniona znacznie wczesniej.
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aJ1 a32 aJJlato preste zadanie: jaka jest najwieksza wartosc wyznacznika n x n.
którego wyrazami sa tylkoO i l?
"Proste" nie znaczy "latwe". Dla n = 4 mozna jeszcze wszystko wyliczyc
i odpowiedz brzmi: 3, dlan = 5 jest 5, dla n = 6 jest 9, dla n = 7 - 32,
ale odpowiedz ogólna nie jest znana, choc problem jest stary. W 1893 roku
Hadamard próbowal go rozwiazac w wersji ogólniejszej: znalezc
najwieksza wartosc wyznacznika n X n. którego elementami sa liczby
o module nie wiekszym niz l. W 1942 roku Wilkinson wykazal, ze oba
te zadania sa równowazne. Obszerna literature do problemu mozna znalezc
w pracy K. Florka wColloquium Mathematicum z 1963 roku.

Odnotujmy, ze w 1980 roku rozwiazano piecdziesiecioletni problem
van der Waerdena o permanenlach.Permanent (brak polskiego terminu)

Zadanie ma przejrzysta tresc geometryczna. Z n + 1 wierzcholków
n-wymiarowej kostki (kwadratu, szescianu, ... ) tworzymy sympleks
(trójkat, czworoscian, ... ). Jak wielka moze byc jego n~wymiarowa miara
(pole, objetosc, ...)?

Z wyznaczników 2 x 2, których wyrazami sa tylkoO i l, najwieksza

wartosc mai~~I(oraz I~:I i I: ~!).Wyznaczniki 3 x 3 zlozone
z zer i jedynek moga przyjmowac rózne wartosci, z których najwieksza
jest 2.

Zadania; których nie umiemy rozwiazac
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