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a log;9 nie jest liczbg wymierng (dlaczego?).

O lemacie Kuratowskiego-Zorna
od innej strony

Dr Andrzej PELC

W artykule ,,Lemat Kuratowskiego-Zorna'® Czytelnik zapoznal si¢ z pewnymi dziwnymi
funkcjami. Obecnie zastanowimy sig, na czym owa dziwnos¢ polega. Jak wiemy, rozwazane
funkcje mialy rézne ,,nieprzyjemne’” wlasnosci: byly nieciagle i nicograniczone w dowolnym
otoczeniu zera. Nie o tym jednak chcemy teraz mowic. Szczegdlny charakter tych i podobnych
obiektow matematycznych wynika ze sposobu ich okreslenia. Przyjrzyjmy si¢ uwaznie, jak
zostaly , . powolane do zycia™ funkcje «, z poprzedniego artykutu. Najpierw, na mocy lematu
Kuratowskiego-Zorna udowodniono istnienie bazy Hamela 4, a potem, stosunkowo juz prosto
(standardowa metoda algebry liniowej) zdefiniowano funkcje =«,. Tak wiec trudno$¢ sprowadza
si¢ do sposobu ,,produkcji’’ bazy Hamela. Zostata ona wprowadzona jako element maksymalny
w pewnym zbiorze czesciowo uporzadkowanym. Lemat Kuratowskiego-Zorna orzeka, ze przy
pewnych — - spetnionych w rozwazanej sytuacji — zalozeniach taki element maksymalny istnieje.
Reasumujac: wykazaliSmy istnienie bazy Hamela, ale ... nie skonstruowalismy jej.

Bardzo trudno jest okresli¢ precyzyjnie, co si¢ rozumie w matematyce (moze poza geometrig
elementarng) przez stowo ,,skonstruowaé’”. Sami matematycy nie sa co do tego zgodni. Chodzi
jednak ogolnie o to, by majac do wyboru wiele mozliwosci, nie ograniczac si¢ do stwierdzenia,
ze wybieramy jedng z nich, lecz wskazaé, krdrg. ’

O bazach Hamela wiemy, Ze istnieja, lecz nie potrafimy zadnej z nich zbudowa¢ w tym sensie,

by po zakoriczeniu konstrukcji umie¢ odpowiedzie¢ na kazde pytanie typu: czy ]/‘.T nalezy do tej
bazy? Czy = nalezy do tej bazy? itd. MoZna udowodnic istnienie bazy Hamela, dla ktorej
odpowiedz na skornczong liczbe z gdry zadanych pytan takich jak powyzej bedzie znana. Inne
pytania pozostang jednak nierozstrzygnigte.

W tym wiec rozumieniu niekonstruktywny dowod istnienia jakiego$ obiektu przypomina sytuacjg
czlowieka, ktory zgubil sie w labiryncie wiedzac, Ze jest z niego wyjscie (no, bo jako$ tam
wszedl). Nic mu to jednak nie pomoze, gdy stanie przed kolejnym dylematem, ktory z trzech
korytarzy na kolejnym skrzyzowaniu ma wybraé. Konstruktywnym dowodem istnienia wyjscia

z labiryntu byloby dla bladzacego wskazanie drogi (ni¢, ktorg rozwijata Ariadna $wiadczy o jej
upodobaniu do metod konstruktywnych, prawda?).

Dowody wykorzystujace lemat Kuratowskiego-Zorna czy rownowazny mu pewnik wyboru
(zob. np. Delta 4/1981) nosza znamig ,,niekonstruktywizmu’’. Jak niebezpieczne moze by¢
beztroskie zadowalanie si¢ istnieniem obiektow, o ktorych naturze niewiele wiemy, §wiadczy
nastepujacy przykilad. Konsekwencja tego samego lematu Kuratowskiego-Zorna jest
nastepujacy paradoks Banacha-Tarskiego: trojwymiarowa kulg mozna rozlozy¢ na skoriczong
liczbg kawatkow, ktore po odpowiednich ruchach dadza dwie kule o tym samym promieniu co
kula wyjsciowa. Co§ nie tak, a jednak to prawda. Po prostu kawalki te nie sg okreslone
,,konstruktywnie’” — dowodzi sig¢ jedynie ich istnienia.

Pomimo tego typu paradoksalnych konsekwencji metody niekonstruktywne, a wiréd nich
rozumowania oparte na lemacie Kuratowskiego-Zorna, sa obecnie w powszechnym uzyciu

w rdznych dziedzinach matematyki. Stanowia one po prostu potezne srodki dowodowe, z ktérych
szkoda rezygnowaé. Warto jednak zdawac sobie sprawe z tego, ze obiekty ,,powolane do zycia"
niekonstruktywnie moga mie¢ — i czgsto maja — nieoczekiwane, paradoksalne whasnosci.

(.}

Rozwigzanie zadania M 309.

Niech najdtuzszym bokiem 2, ABC bedzie AB. Jezeli £ C = 907, to do pokryeia A\ 4 BC wystarczy jedno kolo

o érednicy AB. Gdy teraz trojkat jest ostrokatny, kolo o srednicy AB pokrywa czworokat 48 A B, gdzie A, B, 54

spodkami wysokosci poprowadzonych z A i B. Z trojkatéw A4,C i BB, C mamy AC=becosCiBC=acosC

i wobec tego tréjkat 4, B,C jest podobny do A\ ABC w stosunku cos €. Srednicg kola opisanego na /\ A, 8,C jest
A, B, ceosC

WigC 2R = —— = ~ = ctg C i poniewaz C jest najwigkszym kgrem trojkata A BC, wige £ C = 607 i
sin € sinC

ctg C < _t_‘_ = 1. Trojkat 4;B,C motemy wigc pokry¢ kolem o srednicy 1, a caly trojkat ABC — dwoma kolami,
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