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W Analizie Matematycznej, a takze w innych dzialach matematyki c:o>;estozachodzi koniecznosc
wykazania istnienia elementu maksymalnego z punktu widzenia pewnej wlasnosci. Zwykle
sytuacja jest nastepujaca: mamy jakis zbiór elementów czesciowo uporzadkowany przez pewna
relacje i poszukujemy w nim elementu lub elementów maksymalnych wzgledem tej relacji, tj.
obiektów, od których nie ma juz wiekszych. Twierdzenie zwanelematem Kuratowskiego-Zorna
zapewnia istnienie takich elementów, jezeli spelnione sa pewne dodatkowe zalozenia. Celem tego
artykulu jest zapoznanie Czytelnika z tym lematem i zastosowanie lematu do pewnej
konkretnej konstrukcji, której wynikiem bedzie dowód istnienia nieciaglych funkcji takich, ze

Otóz lemat Kuratowskiego-Zorna brzmi jak nastepuje:

l. Zaczniemy od podstawowych definicji. NiechX bedzie zbiorem czesciowo uporzadkowanym
przez relacje-< .

1) Podzbiór A c: X jest liniowo uporzadkowany, gdy dla kazdegoa, b E A albo a -< b albo
b-< a.

2) Podzbiór A c: X jest ograniczony z góry, gdy istnieje takiexo, ze dla kazdegoa E A mamy
a-< Xo.

3) Element Xo E X jest maksymalny wX, gdy z tego, zeXo -< y, wynika, zeXo = y.

Mówimy. ze zbiór X jest czesciowo

uporzadkowany przez pewna relacje-<

zachodzaca miedzy jego elementami, jesli
relacja ta jest
a) zwrotna, tj. dla kazdego x E X mamy

x-< x,

b) przechodnia, tj. jesli x-< y iy-< z, to

x-< z,

c) "nawp?lprzeciwsymetryczna", tj, jesli
x<: y i y-< x, to x = y.

Typowym przykladem takiej relacji jest

relacja inkluzji (zawierania) zbiorów:
A<: B..,. A c B.

f(x+y) =f(x)+f(y) dla wszystkich x, yER.

Niech X bedzie zbiorem czesciowo uporzadkowanym przez relacje-<. Jezeli 'kazdy liniowo
uporzadkowany podzbiórA c: X jest ograniczony z góry, to wX istnieja elementy maksymalne
ze wzgledu na te relacje.

2. Pokazemy na prostym standardowym przykladzie, jak poslugujemy sie tym twierdzeniem.
Symbol Q bedzie oznaczal zbiór wszystkich liczb wymiernych,R - rzeczywistych. NiechA =
= {Xl, ... , xn} bedzie pewnym ukladem liczb rzeczywistych. Mówimy, ze A-jestukladem
liniowo-wymiernie niezaleznym,jezeli

n

L x, w, = o, w, E Q, i = 1,2, ... ,n => WI = Wz = ... = Wn = O.
i=1

Takie uklady istnieja, np.Al = {l}, Az = {I, y2}, A3 = {l, n, n', n3, ... , nn}. To, ze Az

jest ukladem liniowo-wymiernie niezaleznym znaczy po prostu tyle, zey'Z nie jest liczba
wymierna, a tO,.zeA3 ma te wlasnosc, wynika z faktu, ze nie istnieje wielomian
o wspólczynnikach wymiernych, którego pierwiastkiem bylaby liczban, inaczej mówiac: n nie
jest liczba algebraiczna·

Mówimy dalej, ze zbiórA c: R jest liniowo-wymiernie niezalezny, jezeli kazdy skonczony uklad
elementów tego zbioru ma te wlasnosc. Na przyklad zbiór wszystkich naturalnych poteg liczby
n jest taki.

Rozpatrzmy teraz rodzineQ podzbiorów zbioru liczb rzeczywistych zlozona ze zbiorów
liniowo-wymiernie niezaleznych.
Jest ona czesciowo uporzadkowana przez relacje zawierania, tzn.A -< B <o> A c: B.

Sprawdzimy, ze dla tej rodziny spelnione jest zalozenie lematu Kuratowskiego-Zorna. Niech

{At}t E T bedzie rodzina liniowo uporzadkowana wQ. Rozpatrzmy zbiórAo = U Ar,
tET

zlozony ze wszystkich elementów wszystkich zbiorówAr. Jezeli Xl, ... , Xn E Ao, to dla

pewnych tl, ... , tn mamy Xl E Ar" Xz E Alz' ... , Xn E Arn' Ale rodzina {At}, E T jest liniowo
uporzadkowana, tzn. w ukladzie zbiorówAl" Alz' ... , Atn jest taki, który zawiera pozostale.
Niech bedzie nim np.Arn; wówczas x" x" ... , Xn E Atn. Uklad {Xl, Xz, ... , Xn} jest
liniowo-wymiernie niezalezny wA'n' a wiec takze wAo. Wykazalismy tym samym, zeAo c: Q
i At c: Ao dla kazdego t E T. A wiec rodzina {At }'ET jest ograniczona z góry. Mozna wiec do
Q i relacji c: stosowac lemat Kuratowskiego-Zorna i stwierdzic, ze

Istnieja zbiory LI c: R liniowo-wymiernie niezalezne i maksymalne.
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.:z. równosci (n+ l)' + (n- l)' + 2( - n)' =
= 6n widzi mYJ ze kazda liczba
podzielna przez 6 jest suma czterech
szescianów liczb calkowitych. Równoczesnie:
6n+l = 6n+J',6n+2 = 6(n-J)+2',

6n+3 = 6(n-4)+3', 6n+4 = 6(n+2)+
+(-2)', 6n+5 = 6(n+I)+(-I)' i 6n =
= 6n+O', co konczy dowód.

Zastanowimy sie teraz, co to znaczy. ze taki zbiór LIjest maksymalny. Napiszmy LI= {a,}, E T.

gdzie T jest pewnym zbiorem wskazników. Niechx E R. ale x rt LI; oczywiscie zbiór LI u {x}
zawiera LI. Nie moze to byc zbiór liniowo-wymiernie niezalezny. bo jest wiekszy od

maksymalnego zbioru LIo tej wlasnosci. A zatem znajdasie elementy at,. at, •...• a'k i liczby
wymierne Wo• Wl. W2•...• Wkonie wszystkie równe zeru takie. ze

wOx+wlat,+ ... +Wka'k = O.

k

Gdyby Wo = O. to. byloby Wl at, + ... + Wka'k = O. oraz L: Iw, I i' O. a to nie jest mozliwe.
i=l

bo LIjest zbiorem liniowo-wymiernie niezaleznym. CzyliWo i' O. Teraz mozemy napisac:

( Wl W2 Wk)x= - -at,+-a,,+ ... +-.-a'k'Wo Wo Wo

wykazalismy zatem. ze jezelix E R i x rt LI. to istnieja liczby wymierne IX l ••••• IXk i liczby

rzeczywiste at, •...• a'k € LI. takie. ze

(.) x = IXI at, + IX2at, + ... + IXk a'k;

mozemy przyjac. ze liczbyIX, nie sa zerami. PrzypuSCmy teraz. ze istnieja liczby wymierne

P, ..... Pn i liczby rzeczywiste as" ...• a'n E LI takie. ze

(..) x == PlaS,+ ... +Pna'n (i jak poprzednio P, i' O).

Niech A = {tl •...• td.~B = {s, ....• sn}' Odejmujac stronami wzory (.) i (•• ) otrzymamy

0= (lXI a" + ... +IXka'k) - (Pl as, + ... +Pna'n) =

L IX,a,,+ L (IXUj-PUj)aUj- L Pka'k'
t,EA-B "jEAr.B SkEB-A

Stad A-B = 0. B-A = 0. tzn. A = B oraz IX, = P, dla i = 1.2 •...• k. A to wszystko razem
znaczy. ze kazda liczbex E R-LI mozna zapisac jako kombinacje liniowa

x = IXlat,+ ... +IXka'k oraz IX, i' ° dla i = 1.2, ...• k
/

"
i przedstawienie to jest jednoznaczne. Oczywiscie (dlaczego?) te wlasnosc maja i liczby
nalezace do LI.

Ustalmy t, E T. Mozemy okreslic funkcjeIX,,: R -+ Q w nastepujacy sposób: jezelix =
= IXla,,+ ... + IXka'k' to

Jezeli y = L: IX, (y) a,. to
tET

Uklad LI = {a,}, E T nazywa siebaza Hame/a przestrzeni liczb rzeczywistych nad cialem liczb
wymiernych. Wykazanie istnienia takiej bazy stanowilo tresc tej czesci artykulu.

przy czym dla kazdegox E R tylko skonczona liczbaIX,(X) jest rózna od zera. tj. sumowanie ma
sens. Zauwazmy jeszcze ze. jak juz wykazalismy. takie przedstawienie jest jedyne.

x+y = L (IX,(X)+IX,(y))a, = L IX,(x+y)a,.
tET . tET

gdy t,E{tl.t2 ••••• h}

gdy td{tl• t2 ••••• td.

x = L IX,(x)a,.
tET

x. yER.

<Xtt(x) = IX,

IX,/X) = °

S i' t

S = t.

'-

Z tego okreslenia mamy

l) IX, : R -+ Q. t E T.
2) IX,(X+ y) = IX,(X)+ IX, (y).

3) x = L: IX,(x)a,
tET

{O.4) IX,(a,) = l.

a wiec dla kazdegot E T i dla dowolnych x. y E R mamy

IX,(X+ y) = IX ,(x) + IX, (y).

Skonstruowalismy wiec uklad funkcjiIX, o nastepujacych wlasnosciach

Rozwi~zanie zadania F 12t.

Obserwowana jasnosc powierzchni swiecacego
przedmiotu jest proporcjonalna do wartosci
natezenia oswietlenia w miejscu jego obrazu
na siatkówce. Wieksze natezenie oswietlenia-

wieksza ilosc fotonów padajacych na receptory
- wieksze ich podraznienie.
Natezenie oswietlenia z kolei to strumien

swietlny padajacy na jednostkowa

powierzchnie. Powierzchnia obrazu, a gdy
pominiemy absorpcje, takze strumien
swietlny S.a odwrotnie proporcjonalne do

kwadratu odleglosci. Wynika stad, ze w
zwyklych warunkach, kiedy atmosfera

niewiele absorbuje, natezenie oswietlenia na
siatkówce, a co za tym idzie, obserwowana
jasnosc powierzchni od odleglosci nie zaleza.
Podczas mgly, na skutek absorpcji, strumien
swietlny maleje szybciej niz powierzchnia

obrazu i bardziej odlegle zarówki sa
przycmione.

Czytelnikowi prol?onujemy zastanowienie sie
nad nastepujacymi pytaniami:
1. Jak jasnoSC za!ezy od powierzchni
swiecacego przedmiotu?
2. W jakim celu stosuje sie mleczne klosze do
lamp?

--

2



f(x) = lim f(w.) = lim w.fO),
n-+ 00 n-+ 00

Zalózmy teraz, zef jest funkcja ciagla. Wówczas dla kazdegox E R istnieje ciag w. liczb
wymiernych zbiezny dox, a wiec

tzn. f(x) = ax, gdzie a = f(1). Wynika stad w szczególnosci, ze zbiorem wartosci kazdej z tych
funkcji (z wyjatkiem funkcji zerowej) jest caly zbiór liczb rzeczywistych, a stad z kolei - ze
funkcje skonstruowane w poprzedniej czesci artykulu nie sa ciagle.

dla kazdegox, y.

3. Niech f: R -> R bedzie funkcja taka, ze

Wówczas dla naturalnegon
fen) =f(1+l+ ... +1) = wf(1),

fel) =f(l/m+l/m+ ... + l/m) = m'f(l/m),

a stad latwo otrzymujemy, ze
f(p/q) = p' f(l)/q.

f(x+y) =f(x)+f(y)

Zalozenie ciaglosci funkcjif spelniajacej (***) moze byc zastapione przez ciaglosc tylko w zerze.
Istotnie, jezeli
x. -> Xo, to x. - Xo -> O, a wiecf(x. - xo) -> O, alef(x. - xo) = f(x.) - f(xo), tzn. f(x.) -> f(xo).

A oto jeszcze jedna wlasnosc funkcjifz (***). Wykazemy, ze jesli sa one nieciagle, to sa
nieograniczone w dowolnym otoczeniu zera; wskazuje to jak bardzo dziwne sa te funkcje. Dla
dowodu zalózmy, zef jest ograniczona w pewnym otoczeniu O. Znaczy to, ze istnieja liczby
M > O i 15 > O takie, ze dla kazdegolxi < 15 mamy If(x)1 < M. Niech ciagx. bedzie zbiezny do
zera. Mozna wówczas znalezc ciag liczb wymiernychw. -+ 00 taki, ze w.x. -> O (dlaczego? to
zadanie dla Czytelnika; rozwiazanie w numerze). A wiec dla pewnegono mamy n > 110 =-

=- Iw.x.1 < 15, a stad If(x.)1 ~ M/w. dla n> no. Poniewaz ci~g po prawej stronie tej równosci
je3t zbiezny do zera, wiec if(x.) -> O, tzn. funkcja /jest ciagla w O (zatem, jak widzielismy, i na
calej prostej).

Nieciagle rozwiazania równania funkcyjnego(***) maja jeszcze inne "dziwne" wlasnosci, ale
opisanie ich wykraczaloby poza ramy tego artykulu.

4. Na zakonczenie spróbujemy odpowiedziec na nastepujace pytanie. Jakie wlasnosci musi miec
zbiór V c R, aby mozna bylo podstawic go na miejsceQ w rozumowaniu w drugiej czesci
artykulu?

Analizujac dokladnie tamto rozumowanie stwierdzimy z latwoscia, ze wykorzystane zostaly
tylko nastepujace wlasnosci zbioruQ:

1) Jezeli Wt i Wz E Q, to w, + wz, Wl - wz, WIWZ E Q, a przy Wz 'i' O równiez Wl/WZ E Q.
2) OE Q, 1E Q.

sprawdzenie, ze warunki 1), 2) sa spelnione, jest natychmiastowe.

Mozemy wiec na zakonczenie artykulu stwierdzic, ze istnieja funkcje nieciaglef: R -> Q (y'"2)
takie, ze

1 f(x+ y) = f(x) + f(y),

2 f(R) = Q (V"2) dla kazdegof

x = Wl + Wz y'"2,V= {xER:

Jezeli zatem zalozymy, ze zbiórV ma tez powyzsze wlasnosci, to cale tamto rozumowanie
bedzie moglo byc powtórzone. Takie podzbioryV c R nazywaja sie cialami liczbowymi. Jezeli
V jest takim cialem, toil c V (dlaczego?, dowód w numerze). Sa tez ciala rózne odQ, np.

oznaczany symbolemQ(y'"2) zbiór

Sa to wiec funkcje zupelnie rózne od tych, które skonstruowalismy uprzednio, tam bowiem
bylo f(R) = Q. Gdybysmy wzieli inne cialo liczboweV c R, otrzymalibysmy jeszcze inny zbiór
takich funkcji, o równie dziwnych wlasnosciach.

W przypadku gwiazd mamy do czynienia
z zupelnie inna sytuacja niz w poprzednim
zadaniu. Sa to obiekty tak odlegle, ze ich

obrazy "geometryczne" powstajace na
siatkówce sa znikomo malew porównaniu
z obrazami powstajacymi w wyniku dyfrakcji
na otworze zrenicy. Wielkosc obrazu
dyfrakcyjnego nie zalezy od odleglosci od

gwiazdy i jest zdeterminowana przez srednic~
otworu.

Strumien swietlny wpadajacy do oka,

podobnie jak poprzednio, jest odwrotnie
proporcjonalny do kwadratu odleglosci,

a zatem, przy pominieciu absorpcji, tak samo

maleje z odlegloscia jasnosc widoma

gwiazdy.

Rozwiazanie zadania F 122.
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