Méwimy, ze zbidr X jest cegiciowo
uporzadkowany przez pewna relacig<
zachodzgea migdzy jego elementami, jesli
relacja ta jest

a) zwrotna, tj. dla kazdego x € X mamy
el 2

b) przechodnia, tj. jesli x< yiy< z, to
X< 1z,

¢) ,nawpdlprzeciwsymetryczna®, ti, jesli
x< piy< xtox =y

Typowym przykladem takiej relacji jest
relacja inkluzji (zawierania) zbiordw:
A< B+ A < B,

Lemat Kuratowskiego-Zorna
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W Analizie Matematycznej, a takze w innych dziatach matematyki czesto zachodzi koniecznosé
wykazania istnienia elementu maksymalnego z punktu widzenia pewnej wlasnosci. Zwykle
sytuacja jest nastepujaca: mamy jakis zbior elementow czgsciowo uporzadkowany przez pewna
relacje i poszukujemy w nim elementu lub elementow maksymalnych wzgledem tej relacji, tj.
obiektéw, od ktérych nie ma juz wiekszych. Twierdzenie zwane lemarem Kuratowskiego-Zorna
zapewnia istnienie takich elementow, jezeli spetnione sg pewne dodatkowe zalozenia. Celem tego
artykulu jest zapoznanie Czytelnika z tym lematem i zastosowanie lematu do pewnej

konkretnej konstrukcji, ktorej wynikiem bedzie dowod istnienia nieciaglych funkcji takich, ze

flx+y) = flx)+f(y) dla wszystkich x,yeR.

1. Zaczniemy od podstawowych definicji. Niech X bedzie zbiorem czgéciowo uporzadkowanym
przez relacje < .

1) Podzbior A < X jest liniowo uporzadkowany, gdy dla kazdego a, b € 4 albo a < b albo
b< a.

2) Podzbiér 4 = X jest ograniczony z gory, gdy istnieje takie x,, ze dla kazdego a € A mamy
a=< Xo.

3) Element x, € X jest maksymalny w X, gdy z tego, ze xy < y, wynika, ze x, = y.

Oto6z lemat Kuratowskiego-Zorna brzmi jak nastgpuje:

Niech X bedzie zbiorem czesciowo uporzadkowanym przez relacjg < . Jezeli kazdy liniowo
uporzadkowany podzbior 4 < X jest ograniczony z gory, to w X istnieja elementy maksymalne
ze wzgledu na te relacje.

2. Pokazemy na prostym standardowym przykladzie, jak postugujemy si¢ tym twierdzeniem.
Symbol Q bedzie oznaczal zbior wszystkich liczb wymiernych, R — rzeczywistych. Niech 4 =
= {x1, ..., X, } bedzie pewnym ukladem liczb rzeczywistych. Mowimy, ze A jest uklademn
liniowo-wymiernie niezaleznym, jezeli

n

Z xaw=0, we@, i=12,.,n=w=w=._..=w=~0

i=1
Takie uklady istnieja, np. 4, = {1}, 4, = {1, Y2}, 4s = {1, m, 7%, %, ..., #"}. To, ze 4,
jest ukladem liniowo-wymiernie niezalezZnym znaczy po prostu tyle, ze )/ 2 nie jest liczba
wymierna, a to, ze A; ma t¢ wlasnos¢, wynika z faktu, Ze nie istnieje wielomian
o wspolczynnikach wymiernych, ktorego pierwiastkiem bytaby liczba 7, inaczej méwigc: m nie
jest liczba algebraiczna.

Mowimy dalej, ze zbior 4 = R jest liniowo-wymiernie niezalezny, jezeli kazdy skonczony uklad
elementow tego zbioru ma te wiasnosc¢. Na przyklad zbior wszystkich naturalnych poteg liczby
o jest taki.

Rozpatrzmy teraz rodzing £2 podzbioréw zbioru liczb rzeczywistych zlozong ze zbiorow
liniowo-wymiernie niezaleznych.

Jest ona czeéciowo uporzadkowana przez relacje zawierania, tzn. A < B<> A < B.
Sprawdzimy, Ze dla tej rodziny spetnione jest zalozenie lematu Kuratowskiego-Zorna. Niech

{A,};er bedzie rodzina liniowo uporzadkowana w £2. Rozpatrzmy zbior 4, = U A,

teT
zlozony ze wszystkich elementow wszystkich zbiorow A,. Jezeli xy, ..., x. € 4, to dla
pewnych t,, ..., f, mamy x, € A, , X3 € Ay, ..., Xn € Ay, Ale rodzina {4 }c=r jest liniowo
uporzadkowana, tzn. w ukladzie zbiorow A4 , Ar,, ..., A, jest taki, ktory zawiera pozostale.
Niech bedzie nim np. 4,,; wowczas x,, X3, ..., X, € A.,. Uklad {x,, x;, ..., x,} jest

liniowo-wymiernie niezalezny w A,,, a wigc takze w A,. WykazaliSmy tym samym, ze A, < 2
i A, © A, dla kaidego r € T. A wiec rodzina {4, },er jest ograniczona z gory. Mozna wigc do
2 i relacji = stosowa¢ lemat Kuratowskiego-Zorna i stwierdzic, ze

Istnieja zbiory 4 < R liniowo-wymiernie niezalezne i maksymalne.
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Rozwigzanie zadania M 308.
Zrédwnosei (n+ 1)+ (n—1)2+
= 6n widzimy, Iz kaida liczba
podzielna przez 6 jest sumg czterech
szeicianow liczb catkowitych. Rownoczesnie:
6r+l = 6a+1% 6n+2 = 6(n—1)+23,
6n+3 = 6(n—4)+3% 6n+4 = 6(n+2)+
+{=2)), 6n+5 = 6{n+ 1)+ (—1)3ibn =

= 6n+ 0%, co konczy dowod.

2(=n)P =

=

Rozwigzanie zadania F 121.

Obserwowana jasnosé¢ powierzchni diwiecgcego
przedmiotu jest proporcjonalna do wartosci
nateZenia odwietlenia w miejscu jego obrazu
na siatkdwee. Wigksze natezenie ofwictlenia —
wigksza iloéé folondw padajicych na receptory
— wigksze ich podrainienie.

Natezeniec oswietlenia z kolei to strumien
twictlny padajacy na jednostkows
powierzchnie, Powierzchnia obrazu, a gdy
pominiemy absorpcig, tak#e strumien
swictlny sg odwrotnie proporcionalne do
kwadratu odleglosci, Wynika stad, ze w
zwykivch warunkach, kiedy atmosfera
niewicle absorbuje, natgzenie odwietlenia na
siatkdwee, a co za tym idzie, obserwowana
jasnosé powierzchni od odleglosci nie zalezy.
Podczas mgly, na skutek absorpcji, strumicn
$wietlny maleje szvbeiej niz powierzchnia
obrazu i bardziej odlegle zaréwki sa
przyémione.,

Czytelnikowi proponujemy zastanowienie sig
nad nastgpujacymi pytaniami:

1. Jak jasnosé zalezy od powierzchni
swiecqcego przedmiotu?

2. W jakim celu stosuje sig¢ mleczne klosze do
lamp?

Zastanowimy si¢ teraz, co to znaczy, Ze taki zbior A jest maksymalny. Napiszmy 4 = {a,};er,
gdzie T jest pewnym zbiorem wskaznikow. Niech x € R, ale x ¢ 4; oczywiscie zbior 4 U {x}
zawiera /. Nie moze to by¢ zbior liniowo-wymiernie niezalezny, bo jest wigkszy od
maksymalnego zbioru 4 o tej wlasnodci. A zatem znajda si¢ elementy a,, ar,, ..., a;, i liczby
wymierne wg, Wy, Wi, ..., Wi, nie wszystkie rowne zeru takie, 7e

Wox+wyay + ... +wya,, = 0.

Gdyby wo = 0, to byloby wyar, + ... +wya,, = 0, oraz 2 [wi| # 0, a to nie jest mozliwe,
=1

bo A jest zbiorem liniowo-wymiernie niezaleznym. Czyli wy # 0. Teraz mozemy napisac:

Wy
(-— ar, + — a:,+ e — a,.).

Wo
wykazali$my zatem, ze jezeli xe Ri x ¢ 4, to isiniejq liczby wymierne «,, ...

rzeczywiste @, ..., @y, € 4, takie, ze

i i ll&b}'

(*) X = o @ o+ .. Fody

mozemy przyjaé, ze liczby o, nie sg zerami. Przypus¢my teraz, Ze istnieja liczby wymierne
B1, ..., Ba 1 liczby rzeczywiste as, , ..., as, € 4 takie, ze

(t}t) x = fias,+ ... +faa, (i jak poprzednio #; # 0).

Niech 4 = {1y, ..., &k}, B = {51, ..., 5, }. Odejmujac stronami wzory (*) i (#%) otrzymamy

0= (alﬂ"l“l‘ e +K*an) - (ﬁla;l+ . +ﬁnﬂ,”) =
= ) wat Y (=B)a— Y B,
tieA—B uJeAnB s eB-A

Stad A—B=0, B—A=9,tzn. A = Boraz o; = f; dlai=1,2,...,k. Ato wszystko razem
znaczy, ze kazda liczbe x € R— A mozna zapisa¢ jako kombinacje liniowa

x =ty @+ ... +ogdy oraz o;#0 dla i=1,2,..,k
i przedstawienie to jest jednoznaczne. Oczywiscie (dlaczego?) te wlasno$é maja i liczby
nalezace do 4.

Ustalmy ¢, € T. Mozemy okresli¢ funkcje o,,: R — @ w nast¢pujacy sposob: jezeli x =

= ayay, + ... +ogdy, to
o (x) = oy gdy ne{n, tz, ..., i}
a-n(x):O de rlé{’ln’!n-ns fg}-

Z tégo okreslenia mamy
\ x= ) aa,

teT

przy czym dla kazdego x € R tylko skonczona liczba ,(x) jest rézna od zera, tj. sumowanie ma
sens. Zauwazmy jeszcze 7e, jak juz wykazalisSmy, takie przedstawienie jest jedyne.

Jezeli y = ,; a.(y)a,, to
xty =3 (u@+u()a = Y a&x+ya,
teT 1eT
a wiec dla kazdego r € T i dla dowolnych x, y € R mamy
o (x)+ o (p)-
Skonstruowalismy wigc uklad funkcji «, o nastgpujacych wiasnosciach

0‘-3(-"+)’) —

1) o :R— Q, LET;
2) al(x+y) = G,(X)-!- ou(}’),
3 x= z o (x)a;

teT

4) «,(a;) = {

x,yER'

0, s+t
L, =i,

Uklad 4 = {a,},er nazywa si¢ bazq Hamela przestrzeni liczb rzeczywistych nad cialem liczb
wymiernych. Wykazanie istnienia takiej bazy stanowilo tres¢ tej czesci artykulu.
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W przypadku gwiazd mamy do czynienia
Z zupelnie inna sytuacja niz w poprzednim
4]

obrazy ,geometryczne” powstnigee na

zadaniu, Sa to obiekty tak odiegle, ze ich

siatkdwee sa znikomo male w pordwnaniu

z obrazami powstajgeymi w wyniku dyfraken
na otworze frenicy. Wielkosé obrazu
dyfrakevinego nie zalezy od odleglodci od
gwiazdy i jest zdeterminowana przez Srednice
otworu.

Strumien $wietlny wpadajacy do oka,
podobnie jak poprzednio, jest odwrotnie
proporcionalny do kwadratu odleglosci,

a zatem, przy pominigciu absorpeji, tak samo
maleje z odlegloscig jasnosé¢ widoma
gwinzdy.

3. Niech f: R — R bedzie funkcja taka, ze
fx+y) = fO)+£(»)

(€] dla kazdego x, y.

Wowczas dla naturalnego n

Sl =fA+1+ ... +1) = n-f(1),

() = /m+ 1 m+ ... +1/m) = m- f(1/m),
a stad latwo otrzymujemy, ze

f(plg) = p-f(1)/g.

Zalozmy teraz, ze f jest funkcija ciagla. Wowczas dla kazdego x € R istnieje ciag w, liczb
wymiernych zbiezny do x, a wigc
f(x) = lim f(w,) = lim w,f(1),
n-s00 N—0o
tzn. f(x) = ax, gdzie a = f(1). Wynika stad w szczegolnodci, Zze zbiorem wartosci kazdej z tych
funkcji (z wyjatkiem funkcji zerowej) jest caly zbior liczb rzeczywistych, a stad z kolei — 7e
funkcje skonstruowane w poprzedniej czesci artykulu nie sq ciagle.

Zalozenie cigglosci funkcji f spelniajacej (++*) moze by¢ zastapione przez ciggto$é tylko w zerze.
Istotnie, jezeli
Xy = Xo, 10 Xu—Xo — 0, @ wigc f(xa—xo) — 0, ale f(xs—x0) = f(xn)—f(x0), tzn. f(x,) = fxo).

A oto jeszcze jedna wiasnos¢ funkcji £z (##+). Wykazemy, ze jeli sa one nieciagle, to sz
nieograniczone w dowolnym otoczeniu zera; wskazuje to jak bardzo dziwne s3 te funkcje. Dia
dowodu zaldézmy, Ze f jest ograniczona w pewnym otoczeniu 0. Znaczy to, Z¢ jstnieja liczby

M > 0i § > 0 takie, ze dla kazdego |x| < d mamy | f(x)] < M. Niech ciag x, bgdzie zbiezny do
zera. Mozna wowczas znalez¢ ciag liczb wymiernych w, — oo taki, ze w, x, — 0 (dlaczego? to
zadanie dla Czytelnika; rozwigzanie w numerze). A wigc dia pewnego n, mamy n > ng =
= |waxa| < 8, a stad |f(x,)| < M/w, dla n > no. Poniewaz ciag po prawej stronie tej rownosci
jest zbiezny do zera, wigc i f(x,) — 0, tzn. funkcja f jest ciagla w 0 (zatem, jak widzielismy, i na
calej prostej).

Nieciagle rozwigzania rownania funkcyjnego (##+) maja jeszcze inne ,,dziwne’’ wlasnosci, ale
opisanie ich wykraczaloby poza ramy tego artykutu.

4. Na zakonczenie sprobujemy odpowiedzie¢ na nastgpujace pytanie. Jakie wlasnosci musi mied
zbiér ¥ = R, aby mozna bylo podstawi¢ go na miejsce @ w rozumowaniu w drugiej czgsci
artykuiu?

Analizujac dokladnie tamto rozumowanie stwierdzimy z latwoscig, ze wykorzystane zostaly
tylko nastepujace wlasnosci zbioru Q:

1) Jezeliw, i wo € @, to wy+wz, wy—wz, wyw; € Q, a przy w, # 0 rowniez w;[/w, € Q.
2) 0eQ, 1e0Q.

Jezeli zatem zalozymy, ze zbior ¥ ma tez powyzsze wlasnosei, to cale tamto rozumowanie
bedzie moglo by¢ powtorzone. Takie podzbiory ¥ © R nazywaja si¢ cialami liczbowymi. Jezeli
V jest takim cialem, to @ = V (dlaczego?, dowdd w numerze). Sa tez ciala rozne od Q, np.

oznaczany symbolem Q(}/2') zbior
Wi, W3 E Q};

sprawdzenie, ze warunki 1), 2) sg spelnione, jest natychmiastowe.

V={xER: x=w,+wz}/f,

Mozemy wigc na zakonczenie artykulu stwierdzi¢, ze istnieja funkcje nieciagle f: R — Q (]/i)
takie, ze

1 flx+») =f(x) + f),
2 f(R) = @ (y2) dla kazdego f.

Sa to wiec funkcje zupelnie rozne od tych, ktore skonstruowali$my uprzednio, tam bowiem

bylo f(R) = Q. Gdybysmy wzigli inne cialo liczhowe ¥ < R, otrzymaliby$my jeszcze inny zbior
takich funkcji, o réwnie dziwnych wlasnosciach.
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