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M 305. Trójkat ABC porusza sie po plaszczyznie tak, ze prosteAB i BC sa styczne do dwóch
ustalonych okregów. Wykazac, ze prostaAC jest równiez styczna do pewnego stalego okregu.
Rozwiazanie na str. 2

M 304. Niech eh ... ,e. bedzie dowolpym ciagiem zlozonym z liczb+ 1, -1 i niechf. = et,
e·

fi = -'- dla i = 2, ... ,n. Wykazac, ze
e'_l

zz Z

n cyfr

e. ) n) ] ../.1 -... + 2H 4 = '2fl V 2+f2l-'2+ ...+f.V2.

Zadania

(( e2 e3(*) sin el+T+4+
Rozwiazanie na str. 4

Czy istnieja trójki cyfr x, y, z takie, ze równosc

Vxx x- yy y =
2n cyfr n cyfr

zachodzi dla co najmniej dwóch naturalnych wartoscin?
Symbol abc oznacza liczbe]OOa+ IOb+c itp.
Rozwiazanie na str. 3

M 306.
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F 119. Klocek o masieM spoczywa na chropowatej poziomej plaszczyznie. Wiedzac, ze

wspólczynnik tarcia statycznego miedzy klockiem i powierzchnia wynosij, znalezc naj mniejsza
sile potrzebna do jego przesuniecia.
Rozwiazanie na str. 5

F 120. Cialo slizga sie po poziomej chropowatej powierzchni. Jak wielka sile równolegla do
plaszczyzny i prostopadla do predkosci ciala nalezy przylozyc, aby nastapila zmiana kierunku
ruchu?

Rozwiazanie na str. 16

Zadania, których n'e umlePlY roZWlal~>C Pokazemy teraz mozliwy sposób zaatakowania tego problemu przedstawiajac

sposób otrzymania rozwiazania dlan = 6.

(o)

Problem, który chcemy przedstawic, dotyczy ukladu równali

lX1+X2+ ... +x" = YI+Y2+ ... +y"
~~.~.~~.~..:~~.~.~.~.~.~!.~:'~.~..:::.~:~i
~+x~+ ...+x:=~+y~+ ...+y:

Oczywiscie uklad ten ma rozwiazania: wystarczy nadac niewiadomymXl'

Xl •... , x" dowolne wartosci, ciag zas (Yt.Y2, ...• yd okreslic jako dowolna
permutacje ciagu (Xl.Xl •...• xd. Rozwiazanie tak otrzymane nazwiemy

trywialnym. Rozwiazania nietrywialne moga istniec tylkow przypadku. gdy

k ~ n+ t (w dowodzie wykorzystuje sie wzory Newtona z teorii funkcji
symetrycznych).

Ciag (O, 7, II, 17, 18.24,28,35; 1,8,12,15,20,23,27,34) jest

rozwiazaniem ukladu (.) dlan = I. k = 8. Stosujac przytoczone powyzej
lwierdzenie kolejno dlad = 7, II, 13, 17. 19 i redukujac rÓwne wartosci

niewiadomych X" y, dochodzimy do rozwiazania (O. 18,27,58,64,89, 101;

l, 13,38,44,75,84. 102). Nasuwa sie tu pytanie: z jakiego rozwiazania

startowac i jakie przyjmowac wartoscid? Ale to juz pytanie dla Czytel~ik6w.

Powyzsze uwagi sugeruja. ze rozwiazanie nietrywialne dlak = n + l = l t

istnieje. ale naprawde tego nie wiadomo. Byloby interesujace znalezc chocby

rozwiazanie w liczbach calkowitych w przypadkun = lO, k <; 13; n = II,

k <; 13; n = 12, k <; 19; fi = 13, k <; 29.
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Powyzszy problem laczy sie z nastepujacym:

Podac przyklad takiego ciagu liczb naturalnych(cp) szybko rosnacego, ze

L __1_ jest tez liczba wymierna.
p= I k+cp
Otóz jezeli (al. al •••.• Un+ l ; bl , bl •...• bn •. d jest rozwiazaniem ukladu (.) dla

k = n+ l, lo mozna przyjac cp = (p+a,)(p+a,) ... (p+a.+l) i wtedy róznica

(p+b,)(p+b,) ... (p+b.+ I) - cr jest liczba calkowita k rózna od zera.I I
niezalezna odp. Ponadto - i --- sa liczbami wymiernymi, co mozna

('p k+cp

udowodnic wykorzystujac fakt. ze 1 _

~+~ + ... +~. gdzie AJ, A2 •••• , An+1 sa pewnymi
p+al p+al p+an+l

liczbami wymiernymi.

~ jest liczba wymierna i istniej:: liczba calkowitak #- O. dla której
c.

00

00

L
p=l

{Xl+X2+ .. +X2k = YI+Y2+· .. +Y2k

2 2 l _ 2 1 l

:~:;::~·~·I·~+:X:'~~·~~';+:·:i~·:·~·:?k+ ... +y.'1

Problem. Czy istnieja rozwiazania nietrywialne ukladu (.) w liczbach

calkowitych przy k = n + l ;. II?

Zauwazmy. ze jesli ciag(al.a2 •...• ak, bl• hl •...• bk) jest rozwiazaniem ukladu (.),
to ciag (m+at. m+a2 •...• m+ak. m+b1• m+b2 •.. " m+bk), (m-dowolna

liczba) równiez jest takim rozwiazaniem (w dowodzie wykorzystuje sie wzór
dwumianowy). Wynika stad, ze jezeli uklad (.) ma rozwiazanie. to ma

rozwiazanie. w którym XI = O. Zachodzi nastepujace twierdzenie (w dowodzie
korzysta sie znów z wzoru dwumlan~wego):

Jezeli (al. a2 •... , ak, bl• h2 •...• bd jest rozwiazaniem ukladu (.). to dla

dowolnego d ciag (al. a2 •...• ak. bl+d. b2+d •...• bk+d; bl, b2 •...• bk•
al + d, a2 + d•... , ak + d) jest rozwiazaniem ukladu

Interesowac nas bedzie istnienie rozwiazan nietrywialnych ukladu (.) w liczbach

calkowitych przy mozliwie malym k, np. k = n+ 1. Dla n = l, k ~ 2 mamy np.
I + 4 = 2 + 3; dla n = 2, k = 3 rozwiazaniem jest np. ciagO, 5, 6; 2. 3, 7).

Wiadomo. ze dlak = n + t rozwiazania istnieja dlan :!S;; 9.
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