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i Zadania

Redaguje mgr Krzysztof S. NOWINSKI

M 304. Niech ey, ..., e, bedzie dowolnym ciagiem zlozonym z liczb +1, —1 i niech f; = e,

fi= :' dlai = 2, ..., n. Wykazaé, 7
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M 305. Trojkat ABC porusza sig po plaszczyznie tak, ze proste AB i BC sa styczne do dwoch
ustalonych okregow. Wykazac, Ze prosta AC jest rowniez styczna do pewnego stalego okregu.

M 306. Czy istnieja trojki cyfr x, y, z takie, Ze rownos¢

}/xx e XYY lveeis P TZrrrann T
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zachodzi dla co najmniej dwoch naturalnych wartosci n?
Symbol abe oznacza liczbg 100a+ 10b+ ¢ itp.

Redaguje mgr Tomasz TRATKIEWICZ

F 119. Klocek o masie M spoczywa na chropowatej poziomej plaszczyznie. Wiedzac, ze
wspolczynnik tarcia statycznego migdzy klockiem i powierzchnig wynosi f, znalezé najmniejsza
silg potrzebna do jego przesunigcia.

Rozwigzanie na str. §

F 120. Cialo slizga sie po poziomej chropowatej powierzchni. Jak wielka sile rownolegla do
plaszczyzny i prostopadia do predkosci ciala nalezy przylozy¢, aby nastgpila zmiana kierunku

ruchu?
Rozwigzanie na str. 16

Zadania, ktérych nie umiemy rozwigzad

Problem, ktdry cheemy przedstawié, dotyczy ukladu réwnan
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Oczywidcie uklad ten ma rozwigzania: wystarczy nadadé niewiadomym x,,
X3y .0y X dowolne wartosci, cigg zas (yy, ya, ..., v ) okreslié jako dowolna
permutacje ciagu (xy, x3, ..., ). Rozwigzanie tak otrzymane nazwiemy
trywialnym. Rozwigzania nictrywialne mogg istnieé tylko w przypadku, gdy
k = n+1 (w dowodzie wykorzystuje sig wzory Newtona z teorii funkcji
symetrycznych).

Zauwazmy, ze jesli ciag (@, .43, ... a4y by, b, ..., by) jest rozwigzaniem ukladu (»),
tociag (m+a,, m+ay, ...,m+ay,, m4+by, m+ba, ..., m+by), (I — dowolna
liczba) rownie# jest takim rozwigzanism (w dowodzie wykorzystuje sie wzor
dwumianowy). Wynika stad, Ze jezeli ukiad (+) ma rozwiazanie, to ma
rozwiazanie, w ktérym x; = 0. Zachodzi nastgpujace twierdzenie (w dowodzie
korzysta si¢ znoéw z wzoru dwumanawego):

Jekeli (ay, az, ..., ax, by, bz, ..., bg) jest rozwingzaniem ukladu (#), to dla
dowolnego d ciag (@, a3, ....ax, by +d, ba+d, ..., by +di by, by, ., by,
a,+d. a;+d, ..., 4+ d) jest rozwigzaniem vkladu

XX+ Xy =y o b

Xi+x3+ o xl = yitoit o4y,

XML s Fap = T
Interesowaé nas bgdzie istnienie rozwigzan nietrywialnych ukiadu (+) w liczbach
calkowitych przy mokliwiec malym &, np. k = n4 1. Dlan = 1, k = 2 mamy np.
l+4=243;dlan=2 k= 3 rozwigzaniem jest np. ciag (1, 5, 6: 2, 3, T).
Wiadomo, ze dia k = n+ | rozwigzania istnicja dla n < 9,

Problem. Cazy istniejg rozwigzania nietrywialne ukiadu (#) w liczbach
calkowitych przy k = n+1 2 117

13

Pokazemy teraz mozliwy sposob zaatak nia tego pr przedstawiajgc

sposob otrzymania rozwigzania dla n = 6,

Ciag (0,7, 11, 17, 18, 24, 28, 35; 1, 8, 12, 1§, 20, 23, 27, 34) jest
rozwigzaniem ukiadu (+) dla n = 1, k = 8. Stosujac przytoczone powyiej
twierdzenie kolejno dla d = 7, 11, 13, 17, 19 i redukujac réwne wartosci
niewiadomych x;, y, dochodzimy do rozwigzania (D, 18, 27, 58, 64, 89, 101;
1, 13, 38, 44, 75, 84, 102). Nasuwa sie (u pytanie: z jakiego rozwigzania
startowaé i jakie przyjmowaé wartosci d? Ale to juz pytanie dla Czytci:mikéw.

Powyisze uwagi sugeruji, 2e rozwigzanie nietrywialne dla k = n41 = 11
istnieje, ale naprawde tego nie windomo. Byloby interesujgce znaleié¢ chocby
rozwigzanie w liczbach calkowitych w przypadku n = 10, k < 13;n = 11,
k< 13;n=12,k<19;n=13,k < 29,

Powyzszy problem lgczy si¢ z nastgpujgcym:

Podad przyklad takiego ciggu liczb naturalnych (cp) szybko rosngeego, 2
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L jest tez liczba wymierni,

=4 k+cp

Otoz jeseli (ay, @z, ..., @neyi B,y B2, o, By ) jest rozwigzaniem uktadu (») dla
k = n+1, to mokna przyjac ¢p = (p+a){p+az) ... (p+ag. ) | wiedy réinica
(p+b)p+bs) ... (p+by 1) — ep jest liczbg calkowity k réEng od zera,

.
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sy liczbami wymiernymi, co mozna
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(p+a)p+az) ... (p+ap, )

udowodni¢ wykorzystujac fakt, ze

LAy Ay e , gdzie A, A3, ..., Ay, 53 pewnymi
pt+ay pta; Ptdg.

liczbami wymiernymi.
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