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Wokól slynnego problemu Borsuka
o podziale
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W 1933 r. czasopismoFundamenta Mathematicaeopublikowalo prace Karola Borsuka pt. "Trzy
twierdzenia o n"wymiarowej sferze euklidesowej" [1]. Jedno z tych twierdzen mozna

sformulowac nastepujaco: najmniejsza liczba czesci o srednic~ mniejszej niz 1, na jaka mozna
podzielic n-wymiarowa kule o srednicy 1, wynosin+1 (rys. 1). Jednoczesnie postawione zostalo
pytanie o zamiane kuli na dowolny zbiór, szeroko obecnie znane jako

Rys. l Problem Borsuka. Czy kazdy zbiór o srednicy l lezacy w n-wymiarowej przestrzertl euklidesowej
E" da sie podzielic nan+ 1 czesci o srednicach mniejszych od l?

Na pytanie to próbowalo odpowiedziec wielu matematyków. Dlan = 2 odpowiedz jest dosc
prosta, lecz dlan = 3 pozytywne rozwiazanie opublikowano dopiero w 1955 r. Dlan = 4
odpowiedz nie jest znana do dzisiaj. Podobnie jak i dla innych slynnych problemów znamienna
jest tu gleboka przepaSC miedzy prostota pytania a olbrzymimi trudnosciami (rachunkowymi,
teoretycznymi) w udzieleniu odpowiedzi.

Zadanie. Wykazac, ze gdy trójkat opisany
na ograniczonej domknietej figurzeA

bedziemy "obracac" tak, aby jego katy byly

stale, a boki zawsze podpieralyA, to
dlugosci tych boków beda sie zmieniac

w sposób ciagly.

Wiadomo, ze srednica zbioru nie zwieksza sie, gdy tworzymy jego domkniecie. Wobec tego
problem Borsuka wystarczy rozwiazac dla zbiorów domknietych. W artykule ograniczymy sie
wiec do rozwazania jedynie zbiorów domknietych i, co jest oczywiste, ograniczonych. Jest to
o tyle korzystne, ze srednicarealizuje siewtedy dla pewnej pary punktów, tzn. ze srednica
takiego zbioru równa sie maksymalnej odleglosci jego punktów.

Rozwiazanie dlan = 2

Rys. 5

W skrajnym przypadku Smoze byc trójkatem. Latwo uzasadnic (np. stosujac twierdzenie Talesa),
ze trzy boki (co drugi) szesciokataSsa równej dlugosci. SzesciokatSdzielimy na trzy czesci CI,
C2, C3 odcinkami laczacymi jego srodek ze srodkami dluzszych boków (rys. 5). GdySjest
szesciokatem foremnym, to jego srodek laczymy z co drugim bokiem. W tym ostatnim przypadku
srednica kazdej czesci wynosi dokladnieY3/2. Gdy zas nie jest foremny, srednice te sa nawet
mniejsze ody3/2; to zadanie dla Czytelnika.
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2. Analogicznie tworzymy pewien pasPz o szerokosci l i kierunkukz, który zawiera A. Wobec
tego A miesci sie w czesci wspólnej pasówPl i P"~ czyli rombie o kacie ostrym 60°
i odleglosci przeciwleglych boków równej 1 (rys. 3).

1. Utwórzmy naj mniejszy pas o kierunku kI zawierajacyA (rys. 2). Taki pas oczywiscie
istnieje - jako przekrój wszelkich pólplaszczyzn ograniczonych prostymi równoleglymi dokt
i zawierajacymi A. Poniewaz zbiórA jest domkniety i ograniczony, znajda sie w nim takie
punkty a oraz b, które leza na prostych ograniczajacych ten pas. Poniewaz odleglosca i b nie
przekracza l, wiec szerokosc pasa nie przekracza L Z pewnoscia wiecA miesci sie w pasiePt

o szerokosci 1 równoleglym dok"

Niech A bedzie dowolnym zbiorem o srednicy 1. Jak mówilismy wczesniej, bez zmniejszania
ogólnosci rozwazan mozemy przyjac, zeA jest domkniete. Niech kI,kz, k3 beda trzema
kierunkami tworzacymi katy 60°.

3. Tworzymy teraz pewien pasP3 o szerokosci 1 i kierunkuk3 zawierajacy A (rys. 4). Poniewaz
A lezy w rombie, mozna przyjac, ze proste ograniczajaceP3 przecinaja romb. Oczywiscie proste
te nie musza przechodzic w równych odleglosciach od srodka rombu. Tak wiec na zbiorzeA

zostal opisany szesciokatS, którego przeciwlegle boki sa równolegle.

Rys. 2

Rys. 3

Rys. 4
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Rys. 6

Rys. 7

Rys. 8

Rys. 10

Rys. 1\

4. Po.niewazA c S, wiec zbio.ryA l = A () CI, A2 = A () C2 i A3 = A () C3 maja srednice nie
wieksze nizy3/2 (zo.b. rys. 6). OczywiscieA = Al V A2 V A3. Tym samym istnieje ro.zbicie

do.wo.lnego.zbio.ruA c E2 o. srednicy l na trzy zbio.ry o. srednicach nie wiekszych o.dy 3/2.

Zauwazmy, ze otrzymana liczbay3/2 nie da sie juz zmniejszyc. Po.kazuje to. przyklad kolaK
o. srednicy l (rys. 7). PrzypuSCmy, zeK da sie po.dzielic na trzy czesciKI, K2, K3 o. srednicach
mniejszych o.d ~'3/2 (rys. 8). Po.niewaz przy do.mykaniu zbio.ru nie zwieksza sie srednica,K da
sie po.kryc suma do.mknietych zbio.rówKI, K2, K3 o. srednicach mniejszych o.dY3/2. Oczywiscie
caly o.krag nie mo.ze lezec calko.wicie w jednym z tych zbio.rów. Znajdzie sie wiec taki punkta
o.kregu, klóry nalezy do. dwóch z tych zbio.rów, po.wiedzmy do.KI i K2• Po.niewaz srednice
zbio.rów KI i K2 sa mniejsze o.dY3/2. wiec K; i K; leza w ko.leM o. sro.dkua i pewnym
pro.mieniu r < Y3/2. Dlatego. K3 ::> K"--- M. Srednica zbio.ruK"--- M po.winna byc wiec

mniejsza o.dY3/2. Tymczasem jak mo.zna wywnio.sko.wac z rys. 8 przekracza o.naY3/2.
SprzecznoSC.

Uniwersalne pokrywy

Zbiór U, którym mozna po.kryc dowolny zbiór o. srednicy l nazwiemy uniwersalna po.krywa.
Oczywiscie cala plaszczyzna czy tez pas o. szeroko.sci 1 sa uniwersalnymi po.krywami wE2•

Po.krywy te sa jednak zbyt duze. Interesuja nas uniwersalne po.krywy "male i zgrabne" w tym
sensie, ze dadza sie po.dzielic na 3 (a w przestrzeniE" na n+ l) czesci o. srednicach mniejszych
o.d 1. SzesciQkats uzyskany w dowo.dzie twierdzenia l daje sie o.dpo.wiednio. po.dzielic, ale nie
jest uniwersalna po.krywa - mo.ze bo.wiem przyjmDwac rózne ksztalty w zalezno.sci o.d zbio.ru

nakrywanego.; Ro.mb (rys. 3) wystepujacy w do.wo.dzie po.przedniego. twierdzenia, jak zreszta
do.wo.lny romb o. o.dleglo.sci przeciwleglych bo.ków równej 1, jest uniwersalna po.krywa. W

.szczególno.sci jest nia kwadrat o bo.ku 1. Zaden z takich rombów nie da sie jednak po.dzielic na
trzy czesci o. srednicach mniejszych niz 1 (dlaczego?).

Czy istnieja wiec pokrywy uniwersalne wE2 dajace sie podzielic na trzy czesci o srednicach

mniejszych o.d l? Okazuje sie, ze tak. NiechA bedzie do.wo.lnym zbio.rem o. szeroko.sci 1.
Nakryjmy go. kwadratem o bDku 10.raz pasem o szero.ko.sci 1 równoleglym do. jednej

z przekatnych (rys. 9). Zauwazmy, ze po.za zbio.remK () P po.zo.staje przynajmniej jeden .
z trójkatów Tl, T2 wycietych z kwadratu K prostymi równoleglymi do. pasa i przecho.dzacymi
w o.dleglo.sci 1/2 o.d sro.dka kw~dratu. Po.wstaly pieciQkat (rys. 10) jest uniwersalna po.krywa.
Rysunek wskazuje .rozbicie tego piecio.kata na trzy czesci o. srednicach mniejszych od 1. Po.dana
ko.nstrukcja wydaje sie byc najpro.stszym uzasadnieniem pozytywnej o.dpo.wiedzi na pro.blem
Bo.rsuka dlan = 2. Jest ona jednak go.rsza o.d ko.nstrukcji z punktu3 w tym sensie, ze
maksymalna ze srednic po.dzbio.rów zwiekszyla sie.

Po.do.bne ro.zumowanie mo.zna po.wtórzyc dla drugiej przekatnej o.trzymujac mniejsza uniwersalna
po.krywe przez analo.giczne obciecie jednego z sasiednich ro.gów. Okazuje sie, ze kwadrat o bo.ku l
z obcietymi trzema rogami pro.stymi równoleglymi do. przekatnych w o.dleglo.sci 1/2 od sro.dka
tez jest uniwersalna po.krywa. Aby to. wykazac, trzeba sie nieco nameczyc. Po.damy jedynie
wskazówke - nalezy kwadratK wraz z pasemP (z rys. 9) tak przemieszczac, aby oba trójkaty
Tl, T2 znalazly sie po.za pasemP. Nie unikniemy tu klopo.tliwego. wykazania ciaglo.sci pewnej
funkcji.

Kwadrat K o.raz pasP umieszczamy miano.wicie tak, aby pary przeciwleglych pro.stych lezaly
w równych o.dleglosciach odA. Budujemy (rys. 11a) dwa trójkaty pro.sto.katne o.pisane naA
o przeciwprosto.katnych równo.leglych do. pasaP i przypro.sto.katnych równoleglych do bo.ków
kwadratu K. Przy tych o.graniczeniach "o.bracamy wo.kólA" kwadrat, pas i trójkaty az, jak na
rys. llb, te o.statnie stana sie przystajace (korzystamy tu z wyniku zadania na marginesie).
Dzieki symetrii obie proste o.graniczajaceP znajda sie w odleglosci 1/2 od srodka kwadratu.
Obcinamy wiec dwa przeciwne rogi kwadratu, a nastepnie, w wiadomy spo.sób, jeszcze jeden
z dwu po.zo.stalych ro.gów. Co wiecej, i ta po.krywa da sie zmniejszyc przez o.bciecie ostatniego.
rogu kv.:adratu dwoma lukami (rys. 12), co Czytelnik bez trudu uzasadni. Nie wiadomo jednak,
czy teraz uzyskana pokrywa da sie jeszcze zmniejszyc, tzn. czy jest o.na minimalna. Zacytujmy

w tym miejscu o.twarty.problem amerykanskiego matematyka Klee:podac przyklad minimalnej
uniwersalnej pokrywy dla n= 2.
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Rys. J3

Rys. 14

Na uwage zasluguje pokrywa w ksztalcie szesciokata foremnego o odleglosci przeciwleglych
boków równej l (rys. 5c). Znalazl ja wegierski matematyk Pal. Dowód polega na
przemieszczaniu rombu wraz z pasem (rys. 4) az do polozenia, gdy pas odetnie dwa równe
trójkaty. Z rezultatu Pala wynika, ze uniwersalnymi pokrywami sa tez trójkat równoboczny
o boku y'3 oraz kolo o promieniu y'3/3 (zob. rys. 13). Z tej szesciokatnej pokrywy nietrudno
uzyskac mniejsze pokrywy przez obciecie niektórych rogów. Na rys. 14 pokazana jest

najmniejsza pod wzgledem pola powierzchni dotychczas znana uniwersalna pokrywa. Przy
okazji podajmy klasyczny problem Lebesgue'a:znalezc uniwersalna pokrywe o najmniejszym polu.
Mówiac obrazowo, chodzi o znalezienie najekonomiczniejszej latki, która mozna zaszyc kazda
dziure o Srednicy l. Oczywiscie jezeli znajdzie sie rozwiazanie problemu Let?esgue'a, to bedzie
ono takze rozwiazaniem problemu KIec.

A oto kilka przykladów uniwersalnych pokryw wEJ: szescian o krawedzi l, kula o promieniu

y'3/8, osmioscian o odleglosci l miedzy parami przeciwleglych scian. W odróznieniu od
przypadku szescianu, dowód, ze dwa ostatnie zbiory sa uniwersalnymi pokrywami, nie jest taki
latwy. Pokrywa w formie kuli zostala podana przez niemieckiego matematyka Junga, zas

osmioscienna przez geometre ameryk~nskiego Gale:a. Gdy mamy juz te pokrywy, nie jest
trudno konstruowac nastepne (rys. 15) odcinajac pewne czesci plaszczyznami przechodzacymi
w odleglosci 1/2 od srodków tych pokryw.

Taka sama metoda jak obcinalismy jeden róg kwadratu (rys. 9), obcinamy maly ostroslup przy
jednym z wierzcholków pokrywy osmiosciennej za pomoca plaszczyzny prostopadlej do odcinka
laczacego dwa przeciwlegle wierzcholki i przechodzacej w odleglosci 1/2 od srodka osmioscianu.
Analogicznie obcinamy jeszcze dwa male ostroslupy - zawsze przy jednym z pary
przeciwleglych wierzcholków. Zauwazmy, ze trzy tak obciete wierzcholki osmioscianu sa
wierzcholkami jednej z trójkatnych scian. Dlatego uzyskana uniwersalna pokrywa ma ksztalt
jedenastoscianu pokazanego na rys. 15f. Dodajmy, ze przy konstrukcji pokrywy z rys. 15d
trzeba odpowiednio "obracac" szescianem, aby daly sie najpierw wyciac dwa ostroslupy przy
przeciwleglej parze wierzcholków. Podobnie nalezy postapic przy konstrukcji pokrywy z
rys. 15e. Nie mamy jednak podstaw, aby analogicznie wyciac pare przeciwleglych ostroslupów
z pokrywy osmiosciennej! Czy Czytelnik domysla sie dlaczego?

Rozwiazanie dlan = 3

zaanonsowal polski matematyk Perkal w krótkiej notatce [10] w pierwszym numerzeColloquium

Mathematicum. Z notatki tej wynika, ze przedstawil on swój dowód na posiedzeniu Polskiego
Towarzystwa Matematycznego we Wroclawiu w 1947 r. Ciekawe dlaczego nie opublikowano

tego dowodu; czy autor lub redakcja nie docenili jego wagi, czy tez dowód byl zbyt obszerny?
Dopiero w 1955 r. angielski matematyk Eggleston opublikowal [3] dowód slusznosci
przypuszczenia Borsuka dlan = 3. Jemu tez zwykle przypisuje sie priorytet. Dowód podany
przez Egglestona liczyl kilkanascie stron druku i byl dosc skomplikowany. Zasadzal sie na tym
samym pomysle, co pomysl Perkala. W 1957 r. proste rozwiazanie problemu Borsuka dlan = 3
podali niezaleznie Amerykanin Griinbaum [4] i Wegier Heppes [6]. Rozwiazanie to
wykorzystuje przestrzenna uniwersalna pokrywe w formie jedenastoscianu z rys. 15f. Mozna ja
rozbic na cztery czesci (rys. 16) o srednicach

V6129030-937419 y3 ;::::0,9887.
1518 y2

Nikt nie wykazal dotychczas, ze kazdy przestrzenny zbiór o srednicy l da sie podzielic na 4
czesci o srednicach mniejszych od tej liczby. Kilku autorów niezaleznie wysunelo przypuszczenie,
ze kazdy zbiór o srednicy I da sie podzielic na 4 czesci o srednicach nie wiekszych niz

VI(3+ y'3)/6~ 0,888. Liczba ta - to minimalna srednica czterech czesci, na które da sie
podzielic kula o srednicy 1 (rys. I).

Co wiemy o podziale wE"?

Jak juz wspomnielismy, dlan ~ 4 problem Borsuka pozostaje otwarty. Nie ma tez na razie
widoków na jego rozstrzygniecie. Realnym natomiast wydaje sie coraz lepsze szacowanie liczby
czesci o srednicach mniejszych od I, na które mozna podzielic kazdy zbiór o srednicy I. Niech
k(n) bedzie najmniejsza liczbak o tej wlasnosci, ze kazdy zbiór o srednicy I lezacy wEn da sie
podzielic nak czesci o srednicach mniejszych od I. A wiec problem Borsuka to nic innego jak
pytanie, czyk(n) = 11+l? Oczywisciek(n) ~ n+ 1. Wynika to np. z podanego twierdzenia

:;~ -~ ~ ti~'~J19Z8.

B



Rys. 16

Rys. 17

Rys. 18

Rys. 19

Rys. 15

Borsuka o kuli. Innego, zupelnie elementarnego uzasadnienia dostarcza przyklad n"wymiarowego
sympleksu o krawedzi l. Jezeli podzielimy ten sympleks na mniej nizn+ I czesci, to co najmniej
jedna z nich (zawierajac co najmniej dwa sposródn+ I wierzcholków sympleksu) bedzie miala
srednice l.

Niemiecki matematyk Lenz zauwazyl [8], zek(n) ~ q~,gdzie q. OZl)acza naj mniejsza liczbe

calkowita wieksza odVn. Oszacowanie to wynika z podzialu n-wymiarowej uniwersalnej
pokrywy w postaci n-kostki o krawedzi I na n-kostki o srednicach mniejszych od I. Zwykly
trójwymiarowy szescian, tj. 3-k()stke o krawedzi I, da sie podzielic na 8 szescianów o srednicach

{3/2 < l, (rys. 17). Analogiczne rozbicie 4-kostki o krawedzi l na szesnascie 4-kostek
o krawedziach 1/2 nie jest dobre - maja one sredniceV4, 1/4 = l. Niezbedne jest rozbicie na

34 = 81 mniejszych 4-kostek o krawedziach 1/3, a wiec srednicachV4' 1/9 = 2/3. Liczba 81
czesci doSCmocno odbiega od liczby 5 czesci oczekiwanej przez Borsuka dla przestrzeniE4•

Sytuacja jeszcze bardziej pogarsza sie ze wzrostem wymiarun. Przyczyna tego jest rosnaca
srednica n-kostki o krawedzi l (wiadomo, ze w kostce o krawedzi l cm mozna zmiescic
slonia ... o ile tylko wezmiemy dostatecznie duzy wymiar).

n

W 1978 r. Borsuk pokazal [2], zek(n) ~ m1 ... m., o ile tylko 2: mj2 < l. Oszacowanie to
i=1

mozna wyrazic w formie jawnie zaleznej odn. Mianowicie k(n) ~ q~-'. (q.-l)'., gdzie s.
oznacza najwieksza liczbe calkowita mniejsza niz(q~- n)(q.- 1)2 (2q.- 1)-1. Teraz wyraznie
widac, ze jest to ulepszenie oszacowania Lenza. W szczególnoscik(4) ~ 24. Zamiast podzialu na
n-kostki o krawedziach l/q. mamy tu podzial na n-prostopadlosciany o krawedziachl/q. oraz

l/(q.-l). Np. dla n = 4 mamy 2'2·2·3 = 24 czterowymiarowe prostopadlosciany
o odleglosciach przeciwleglych scian 1/2, 1/2, 1/2, 1/3,'a wiec o srednicach

V(I/2)2+ (I/2)2+ (I/2)2+ (l/W = Y3I/36 < l.

Autorowi udalo sie znalezc dwa proste ulepszenia tych oszacowan [7]. Opieraja sie one na

znanym twierdzeniu Junga, ze kazdy zbiór przestrzeniE" majacy srednice I miesci sie w kuliJ
tej przestrzeni o promieniu r.= Vn/(2n+2). Kule dzielimy n wzajemnie prostopadlymi
hiperplaszczyznami przechoozacymi przez jej srodek (rys. 18 przedstawia przypadekn = 3).
Latwo sprawdzic, ze srednica kazdej czesci wynosiVri +ri = Vn/(n+ I). Poniewaz J jest
uniwersalna pokrywa, wiec zachodzi oszacowaniek(n) ~ 2·. W szczególnoscik(4) ~ 16.

Lepsze oszacowanie otrzymujemy zmniejszajac nieco uniwersalna pokryweJ. Zauwazmy, ze

zbiór domkniety o srednicy I mieszczacy sie wJ mozna tak przesunac, aby pozostal w kuliJ
i mial jednoczesnie punkt wspólnyp z jej brzegiem (sfera). Oczywiscie zbiór ten majac srednice
l miesci sie w kuli B o srodku p i promieniu l. W konsekwencji J 11B jest uniwersalna pokrywa
(rys. 19). Podzielimy te pokrywe na czesci o srednicach mniejszych od l. Najpierw odcinamy
pewna czesc wokól punktup. Mozemy tu uzyc'hiperplaszczyzl)y prostopadlej do odcinka
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Rys. 20

~W
Rys. 21

Rys. 22

Jedenastokat foremny o'srednicy 1 nie da sie
rozbic na 6 czesci o srednicach co .
najwyzej 1/2.

Irena Stadek wykazala w swej pracy
magisterskiej obronionej w czerwcu 198., ze
kazdy zbiór A C ES o srednicy< 1 daje sie
rozbic na 36 zbiorów o srednicy< 1/2,
(Red.).

laczacegop ze srodkiem s kuli J. Latwo sprawdzic, ze jezeli hiperplaszczyzna bedzie

przechodzic w odleglosciy r; - EZ /4 od s, gdzie O < E < 1, to odcieta czesc bedzie miala
srednice E. CO zostalo, dzielimy n-l wzajemnie prostopadlymi hiperplaszczyznami
zawierajacymi odcineksp (rys. 19). Okazuje sie, ze kazda z otrzymanych 2"-1 czesci ma
srednice nie wieksza niz (a przyli ;;. 3 równa)

V V ~Ez

n+ 1- 2n
<1.

d. = n+l

Tak wiec dokonalismy podzialu uniwersalnej pokrywyJ n B na 2"-t + 1 czesci o srednicach
mniejszych od 1. Czylik(n) ~ 2"-1 + 1. W szczególnoscik(4) ~ 9.

Oczywiscie pierwsza ze znalezionych przed chwila czesci moze miec dowolnie mala dodatnia
srednice. Nie da sie jednak tej czesci usunac kosztem pozostalych (dlaczego?). Mozna tez tak
dobrac E, aby maksymalna ze srednic byla mozliwie najmniej sza. W tym celu wystarczy
rozwiazac równanied. = E, gdyz ze wzrostemE maleje d•. Kazda z 2"-1+ 1 czesci ma wtedy
srednice

" / 4nz + JI 8nz + 1- 1 .V 4nz+4n

Widzimy, ze kazdy zbiór czterowymiarowy o srednicy 1 da sie podzielic na 9 czesci o srednicach

nie ~iekszych nizli 63+ Jl129 /80 ~ 0,964. Moze ktos z Czytelników zdola zmniejszyc liczbe
lub srednice tych czesci?

Rozbicie na czesci o srednicach co najwyzej A.

W trakcie badania przypuszczenia Borsuka matematycy postawili szereg nowych problemów.
Oto jeden z nich. NiechO < l < l. Podac najmniejsza liczbe czesci o srednicach co najwyzejl,
na która da sie podzielic kazdy zbiórA c E" o srednicy 1. Odpowiedz jest znana tylko dla

niektórych l. Nie wi~domo np: jaka jest najmniejsza liczba czesci o srednicach co najwyzej 1/3,
na która da sie rozbic kazdy zbiórA cEZ o srednicy l. Omówimy tu jedynie przypadekl = 1/2

zbadany przez Len~ [9] dlan = 2 i oszacowany przez Borsuka [2] dlan = 3.

Kazdy zbiór o srednicy 1 lezacy na plaszczyznie mozna rozbic na 7 czesci o srednicach co
najwyzej 1/2. Wynika to z pokazaQego na rys. 21 rozbicia pokrywy w ksztalcie szesciokata
foremnego o odleglosci przeciwleglych boków równej 1. Moze Czytelnik spróbuje wykazac, ze
liczb)' 7 czesci nie da sie juz imniejszyc. Odpowiedz na ~arginesie.

Dla n = 3 najmniej sza liczba czesci o srednicach co najwyzej 1/2 nie jest znana. Wiemy

jedynie, ze kazdy zbiór o srednicy 1 da sie podzielic na 48 czesci o srednicach y34/12< 1/2.
Pomysl polega na rozbiciu uniwersalnej pokrywy w formie szescianu o krawedzi 1 na 48
prostopadloscianów (rys. 22). Wydaje sie, ze to oszacowanie da sie jeszcze ulepszyc.
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