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Ponad 60 dalszych prac o problemie Borsuka
eytuje B, Griinbaum w przegladowym

s o podziale

Dr Marek LASSAK

W 1933 r. czasopismo Fundamenta Mathematicae opublikowalo pracg Karola Borsuka pt. ,, Trzy
twierdzenia o n-wymiarowej sferze euklidesowej’ [1]. Jedno z tych twierdzeri mozna
sformulowac nastepujgco: najmniejsza liczba czesci o Srednicy mniejszej niz 1, na jaka mozna
podzieli¢ n-wymiarowa kule o $rednicy 1, wynosi n+ 1 (rys. 1). Jednoczesnie postawione zostalo
pytanie o zamiang kuli na dowolny zbidr, szeroko obecnie znane jako

Rys. | Problem Borsuka. Czy kazdy zbior o $rednicy 1 lezacy w n-wymiarowej przestrzert euklidesowej
E" da sie podzieli¢ na n+ 1 czeici o Srednicach mniejszych od 17

Na pytanie to probowalo odpowiedzie¢ wielu matematykéw. Dla n = 2 odpowiedz jest dosé
prosta, lecz dla » = 3 pozytywne rozwigzanie opublikowano dopiero w 1955r. Dlan = 4
odpowiedZ nie jest znana do dzisiaj. Podobnie jak i dla innych stynnych probleméw znamienna
jest tu glgboka przepas¢ miedzy prostota pytania a olbrzymimi trudno$ciami (rachunkowymi,
teoretycznymi) w udzieleniu odpowiedzi.

Zadanic: Wykaias; ix gy tdikat opisany Wiadomo, e Srednica zbioru nie zwigksza sig, gdy tworzymy jego domknigcie. Wobec tego
na ograniczonej domknigtej figurze A problem Borsuka wystarczy rozwigza¢ dla zbioréw domknietych. W artykule ograniczymy sie
bedziemy ,,obracac” tak, aby jego katy byly wiec do rozwazania jedynie zbiorow domknietych i, co jest oczywiste, ograniczonych. Jest to
stale, a boki zawsze podpieraly 4, to le ko t se dredni frin e, tedy dl % ktd i hood i
dlugodel tych bokéw bedy sie zmioniad o t)-'e rzys ne, Ze Srednica realizuje si¢ wtedy dla pewnej pary punktow, tzn. ze nica

w sposéb ciggly. takiego zbioru rowna si¢ maksymalnej odleglosci jego punktow.

Rozwigzanie dla n = 2

Niech A4 bedzie dowolnym zbiorem o $rednicy 1. Jak mowiliSmy wczesniej, bez zmniejszania
ogolnosci rozwazan mozemy przyjac, ze A jest domknigte. Niech k,, k,, k5 beda trzema
kierunkami tworzacymi katy 60°.

TR 1. Utworzmy najmniejszy pas o kierunku k, zawierajacy A (rys. 2). Taki pas oczywiscie

K, istnigje — jako przekroj wszelkich polplaszczyzn ograniczonych prostymi réwnoleglymi do k,
i zawierajgcymi A. Poniewaz zbiér A jest domknigty i ograniczony, znajdg si¢ w nim takie
punkty a oraz b, ktore leza na prostych ograniczajacych ten pas. Poniewaz odleglos¢ a i b nie
przekracza 1, wige szerokos¢ pasa nie przekracza 1. Z pewnoscia wiec A miesci sie w pasie P,
o szerokosci 1 rownoleglym do k;.

Rys. 2

2. Analogicznie tworzymy pewien pas P, o szerokosci 1 i kierunku k,, ktory zawiera A, Wobec
tego A miesci sig w czesci wspolne) pasow P, 1 P, czyli rombie o kacie ostrym 60°
i odlegloici przeciwleglych bokow rownej 1 (rys. 3).

k, 3. Tworzymy teraz pewien pas P, o szerokosci 1 i kierunku k; zawierajacy A (rys. 4). Poniewaz
A lezy w rombie, mozna przyjac, ze proste ograniczajace P; przecinajg romb. Oczywiscie proste
te nie musza przechodzi¢ w rownych odlegtosciach od $rodka rombu. Tak wigc na zbiorze 4
zostal opisany sze$ciokat S, ktorego przeciwlegle boki sg rownolegte,

Rys. S

W skrajnym przypadku S moze byé trojkatem. Eatwo uzasadni¢ (np. stosujac twierdzenie Talesa),
7e trzy boki (co drugi) szesciokata S sg rownej dlugosci. Szedciokat § dzielimy na trzy czesci C,,
C., C; odcinkami lgczacymi jego $rodek ze srodkami diuzszych bokow (rys. 5). Gdy § jest
szesciokatem foremnym, to jego sSrodek laczymy z co drugim bokiem. W tym ostatnim przypadku
$rednica kazdej czesci wynosi dokladnie /3 /2. Gdy za$ nie jest foremny, $rednice te sg nawet

Rys. 4 mniejsze od /3 /2; to zadanie dla Czytelnika.




Rys. 6

Rys. 8

w"""hm.

Y

Rys. 12

4. Poniewaz A< S, wigc zbiory Ay = AN Cy, A; = An C; | Ay = A~ C, maja érednice nie
wieksze niz ;/3 /2 (zob. 1ys. 6). Oczywiscie A = 4, U A, U A;. Tym samym istnieje rozbicie
dowolnego zbioru A = E? o srednicy 1 na trzy zbiory o érednicach nie wiekszych od V32

Zauwazmy, Ze otrzymana liczba ]/.?T /2 nie da si¢ juz zmniejszy¢. Pokazuje to przyklad kola X

o $rednicy 1 (rys. 7). Przypusémy, ze K da si¢ podzieli¢ na trzy czesci K,, K;, K; o $rednicach
mniejszych od | 3/2 (rys. 8). Poniewaz przy domykaniu zbioru nie zwigksza si¢ $rednica, K da
si¢ pokry¢ sumg domknigtych zbiorow K, K, K; o $rednicach mniejszych od /3 /2. Oczywiscie
caly okrag nie moze leze¢ calkowicie w jednym z tych zbioréw. Znajdzie sie wigc taki punkt a
okregu, kiory nalezy do dwdch z tych zbioréw, powiedzmy do K, i K,. Poniewaz érednice
zbioréw K, i K, sa mniejsze od }/3 /2, wiec K, i K leza w kole M o srodku a i pewnym
promieniu r < J/3/2. Dlatego K5 = K\_M. $rednica zbioru K\_ M powinna byé wiec
mupiejsza od ]/ 3/2. Tymczasem jak mozna wywnioskowac z rys. 8 przekracza ona ]/ 3/2.
Sprzecznosé,

Uniwersalne pokrywy

Zbior U, ktérym mozna pokry¢ dowolny zbiér o érednicy 1 nazwiemy uniwersalng pokrywg.
Oczywiscie cala plaszczyzna czy tez pas o szerokosci 1 sg uniwersalnymi pokrywami w E2.
Pokrywy te sg jednak zbyt duZe. Interesuja nas uniwersalne pokrywy ,,male i zgrabne” w tym
sensie, Ze dadzq si¢ podzieli¢ na 3 (a w przestrzeni E” na n+ 1) czgsci o srednicach mniejszych
od 1. Szeéciokat s uzyskany w dowodzie twierdzenia 1 daje si¢ odpowiednio podzieli¢, ale nie
jest uniwersalng pokrywa — moze bowiem przyjmowac rozne ksztalty w zaleznoéci od zbioru
nakrywanego. Romb (rys. 3) wystepujacy w dowodzie poprzedniego twierdzenia, jak zresztg
dowolny romb o odlegiosci przeciwleglych bokow réwnej 1, jest uniwersalng pokrywa. W
szczegOlnodci jest nig kwadrat o boku 1. Zaden z takich rombow nie da sie jednak podzielié na
trzy czesci o Srednicach mniejszych niz 1 (dlaczego?).

Czy istniejq wigc pokrywy uniwersalne w E? dajgce si¢ podzielié na trzy czesci o $rednicach
mniejszych od 1?7 Okazuje sig, ze tak. Niech A4 bedzie dowolnym zbiorem o szerokosci 1.
Nakryjmy go kwadratem o boku 1 oraz pasem o szerokosci 1 réwnoleglym do jednej

z przekatnych (rys. 9). Zauwazmy, Ze poza zbiorem K n P pozostaje przynajmniej jeden -
z trojkatéw Ty, T; wycietych z kwadratu K prostymi rownolegltymi do pasa i przechodzacymi
w odleglosci 1/2 od $rodka kwadratu. Powstaly pigciokat (rys. 10) jest uniwersalna pokrywa.
Rysunek wskazuje rozbicie tego pigciokata na trzy czesci o érednicach mniejszych od 1. Podana
konstrukcja wydaje sie by¢ najprostszym uzasadnieniem pozytywnej odpowiedzi na problem
Borsuka dla n = 2. Jest ona jednak gorsza od konstrukcji z punktu 3 w tym sensie, ze
maksymalna ze $rednic podzbiorow zwickszyla sie.

Podobne rozumowanie mozna powtorzy¢ dla drugiej przekatnej otrzymujac mniejsza uniwersalng
pokrywe przez analogiczne obcigcie jednego z sasiednich rogow, Okazuje sig, ze kwadrat o boku 1
z obcigtymi trzema rogami prostymi rownoleglymi do przekatnych w odlegtosci 1/2 od $rodka
tez jest uniwersalng pokrywa. Aby to wykazaé, trzeba si¢ nieco nameczy¢. Podamy jedynie
wskazowke — nalezy kwadrat K wraz z pasem P (z rys. 9) tak przemieszczal, aby oba trojkaty
T, T, znalazly si¢ poza pasem P. Nie unikniemy tu klopotliwego wykazania ciaglosci pewnej
funkgcji.

Kwadrat K oraz pas P umieszczamy mianowicie tak, aby pary przeciwleglych prostych lezaly
w rownych odleglosciach od A. Budujemy (rys. 11a) dwa trojkaty prostokatne opisane na A

o przeciwprostokatnych réwnoleglych do pasa P i przyprostokatnych rownoleglych do bokéw
kwadratu K. Przy tych ograniczeniach ,,obracamy wokol A kwadrat, pas i trojkaty az, jak na
rys. 11b, te ostatnie stana sie przystajace (korzystamy tu z wyniku zadania na marginesie).
Dzigki symetrii obie proste ograniczajace P znajda sie¢ w odlegloéci 1/2 od srodka kwadratu.
Obcinamy wigc dwa przeciwne rogi kwadratu, a nastgpnie, w wiadomy sposob, jeszcze jeden

z dwu pozostatych rogéw. Co wigeej, i ta pokrywa da si¢ zmniejszy¢ przez obcigcie ostatniego
rogu kwadratu dwoma hukami (rys. 12), co Czytelnik bez trudu uzasadni. Nie wiadomo jednak,
czy teraz uzyskana pokrywa da si¢ jeszcze zmniejszy¢, tzn. czy jest ona minimalna, Zacytujmy
w tym miejscu otwarty problem amerykanskiego matematyka Klee: podaé przykiad minimalnej
uniwersalnej pokrywy dla n = 2.
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Na uwage zasluguje pokrywa w ksztalcie szesciokata foremnego o odleglosci przeciwleglych
bokéw rownej 1 (rys. 5¢). Znalazl jg wegierski matematyk Pal. Dowdd polega na
przemieszczaniu rombu wraz z pasem (rys. 4) az do polozenia, gdy pas odetnie dwa réwne
trojkaty. Z rezultatu Pala wynika, Ze uniwersalnymi pokrywami sa tez trojkat rGwnoboczny
o boku / 3 oraz kolo o promieniu ]/3,13 (zob. rys. 13). Z tej szesciokatnej pokrywy nietrudno
uzyska¢ mniejsze pokrywy przez obciecie niektérych rogéw. Na rys. 14 pokazana jest
najmniejsza pod wzglgdem pola powierzchrii dotychczas znana uniwersalna pokrywa. Przy
okazji podajmy klasyczny problem Lebesgue’a: znaleié uniwersalng pokrywe o najmniejszym polu.
Rys. 13 Mowiac obrazowo, chodzi o znalezienie najekonomiczniejszej tatki, ktdra mozna zaszy¢ kazda
dziure o érednicy 1. Oczywiscie jezeli znajdzie si¢ rozwiazanie problemu Lebesgue'a, to bedzie
ono takze rozwigzaniem problemu Kiee.

A oto kilka przykladéw uniwersalnych pokryw w E*: szescian o krawedzi 1, kula o promieniu
¥/ 3/8, osmioscian o odleglosci 1 migdzy parami przeciwleglych scian. W odréznieniu od
przypadku szeécianu, dowod, ze dwa ostaltnic zbiory sg uniwersalnymi pokrywami, nie jest taki
tatwy. Pokrywa w formie kuli zostala podana przez niemieckiego matematyka Junga, zas
o$mioscienna przez geometrg amerykanskiego Gale’a. Gdy mamy juz te pokrywy, nie jest
trudno konstruowac nastepne (rys. 15) odcinajac pewne czgsci plaszczyznami przechodzacymi
w odlegtosci 1/2 od $rodkow tych pokryw.

Rys. 14

Taka sama metoda jak obcinali§my jeden rog kwadratu (rys. 9), obcinamy maly ostrostup przy
jednym z wierzcholkow pokrywy osmiosciennej za pomoca plaszczyzny prostopadiej do odcinka
taczacego dwa przeciwlegle wierzcholki i przechodzacej w odleglosci 1/2 od $rodka osmioscianu.
Analogicznie obcinamy jeszcze dwa male ostroslupy — zawsze przy jednym z pary
przeciwlegiych wierzcholkéw. Zauwazmy, Ze trzy tak obcig¢te wierzcholki osmioscianu sa
wierzchotkami jednej z trojkatnych $cian. Dlatego uzyskana uniwersalna pokrywa ma ksztaht
jedenastoscianu pokazanego na rys. 15f. Dodajmy, ze przy konstrukciji pokrywy z rys. 15d
trzeba odpowiednio ,,obraca¢’” szescianem, aby daly si¢ najpierw wycig¢ dwa ostrostupy przy
przeciwleglej parze wierzcholkow. Podobnie nalezy postapi¢ przy konstrukcji pokrywy z

rys. 15e. Nie mamy jednak podstaw, aby analogicznie wyciaé parg przeciwleglych ostrostupow

z pokrywy osmiosciennej! Czy Czytelnik domysla si¢ dlaczego?

Rozwiazanie dlan = 3

zaanonsowal polski matematyk Perkal w krotkiej notatce [10] w pierwszym numerze Colloguium
Mathematicum. Z notatki tej wynika, ze przedstawil on swoj dowod na posiedzeniu Polskiego
Towarzystwa Matematycznego we Wroclawiu w 1947 r. Ciekawe dlaczego nie opublikowano
tego dowodu; czy autor lub redakcja nie docenili jego wagi, czy tez dowdd byt zbyt obszerny?
Dopiero w 1955 r. angielski matematyk Eggleston opublikowat [3] dowod stusznosei
przypuszczenia Borsuka dla n = 3. Jemu tez zwykle przypisuje si¢ priorytet. Dowod podany
przez Egglestona liczy! kilkanascie stron druku i byl do$¢ skomplikowany. Zasadzat si¢ na tym
samym pomysle, co pomyst Perkala. W 1957 r. proste rozwiazanie problemu Borsuka dian = 3
podali niezaleznie Amerykanin Griinbaum [4] i1 Wegier Heppes [6]. Rozwigzanie to
wykorzystuje przestrzenng uniwersalna pokrywe w formie jedenastoscianu z rys. 15f. Mozna jg
rozbi¢ na cztery czesci (rys. 16) o Srednicach

V6129 030-937419 /3
1518 /2

Nikt nie wykazatl dotychczas, ze kazdy przestrzenny zbior o Srednicy 1 da si¢ podzieli¢ na 4
czgsei o Srednicach mniejszych od tej liczby. Kilku autoréw niezaleznie wysunglo przypuszczenie,
ze kazdy zbior o srednicy 1 da sie¢ podzieli¢ na 4 czesci o Srednicach nie wigkszych niz

~ 0,9887.

]*’J(3+ ¥3)/62 0,888. Liczba ta — to minimalna srednica czierech czesci, na ktore da si¢
podzieli¢ kula o srednicy 1 (rys. 1).

Co wiemy o podziale w E"?

Jak juz wspomnielismy, dla n > 4 problem Borsuka pozostaje otwarty. Nie ma tez na razie

. widokow na jego rozstrzygniecie. Realnym natomiast wydaje si¢ coraz lepsze szacowanie liczby
czgéei o $rednicach mniejszych od 1, na ktére mozna podzieli¢ kazdy zbior o $rednicy 1. Niech
k(n) bedzie najmniejsza liczba k o tej wiasnosci, ze kazdy zbidr o $rednicy | lezacy w E" da sig
podzieli¢ na k czesci o srednicach mniejszych od 1. A wiec problem Borsuka to nic innego jak

pytanie, czy k(n) = n+17? Oczywiscie k(n) = n+ 1. Wynika to np. z podanego twierdzenia

o] Lpchid? ~ spoctywagace. kobelea tgitard, , gramt;, 1928.
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Rys. 16

£

Rys. 15

Borsuka o kuli. Innego, zupelnie elementarnego uzasadnienia dostarcza przyklad n-wymiarowego
sympleksu o krawedzi 1. Jezeli podzielimy ten sympleks na mniej niz n+ 1 czedei, to co najmniej
jedna z nich (zawierajac co najmniej dwa sposrod n+1 wierzchotkow sympleksu) bedzie miata
$rednicg 1.

Niemiecki matematyk Lenz zauwazyl [8], ze k(n) < g5, gdzie g. 0znacza najmniejszg liczbg
catkowitg wigksza od I/H. Oszacowanie to wynika z podzialu n-wymiarowej uniwersalnej

Rys. 17 pokrywy w postaci n-kostki o krawedzi 1 na n-kostki o Srednicach mniejszych od 1. Zwykly
trojwymiarowy szescian, tj. 3-kostke o krawedzi 1, da sig podzieli¢ na 8 szeSciandw o $rednicach
¥3/2 < 1, (rys. 17). Analogiczne rozbicie 4-kostki o krawgdzi 1 na szesnascie 4-kostek

o krawedziach 1/2 nie jest dobre — maja one $rednice /4 - 1/4 = 1. Niezbedne jest rozbicie na
34 = 81 mniejszych 4-kostek o krawedziach 1/3, a wigc srednicach /4~ 1/9 = 2/3. Liczba 81
czesci dosé mocno odbiega od liczby 5 czedei oczekiwanej przez Borsuka dla przestrzeni E*.
Sytuacja jeszcze bardziej pogarsza si¢ ze wzrostem wymiaru n. Przyczyng tego jest rosngca
$rednica n-kostki o krawedzi | (wiadomo, Ze w kostce o krawedzi 1 cm mozna zmiesci¢

stonia ... o ile tylko weZmiemy dostatecznie duzy wymiar).

n

W 1978 r. Borsuk pokazat [2], e k(n) < my ... ms, 0 ile tylko " mi? < 1. Oszacowanie to
i=1

mozna wyrazi¢ w formie jawnie zaleznej od n. Mianowicie k(n) < gn~" (ga— 1)%, gdzie s,
oznacza najwigksza liczbe catkowita mniejsza niz (gi —n)(g.—1)? (2g,—1)~'. Teraz wyraznie
widad, Ze jest to ulepszenie oszacowania Lenza. W szczeg6lnosci k(4) < 24. Zamiast podzialu na
n-kostki o krawedziach 1/g, mamy tu podzial na n-prostopadlosciany o krawedziach 1/g, oraz
1/(gs—1). Np. dla n = 4 mamy 2- 2- 2+ 3 = 24 czterowymiarowe prostopadtosciany
o odleglosciach przeciwleglych scian 1/2, 1/2, 1/2, 1/3,'a wiec o $rednicach
Va2 + 127+ /22 +(1/3)* = /31/36 < 1.

Rys. 18

Autorowi udalo sie znale7¢ dwa proste ulepszenia tych oszacowan [7]. Opierajg si¢ one na
znanym twierdzeniu Junga, e kazdy zbiér przestrzeni E" majacy $rednicg 1 miesci si¢ w kuli J
tej przestrzeni o promieniu r, = ]/m’(2n+2). Kule dzielimy n wzajemnie prostopadlymi
hiperplaszczyznami przechodzacymi przez jej srodek (rys. 18 przedstawia przypadek n = 3).
Eatwo sprawdzié¢, ze $rednica kazdej czgsci wynosi V:'j_-l-.?,,i = 'nf[(n+1). Poniewaz J jest
uniwersalna pokrywa, wigc zachodzi oszacowanie k(n) < 2". W szczeg6lnodci k(4) < 16.

Lepsze oszacowanie otrzymujemy zmniejszajac nieco uniwersalna pokrywe J. Zauwazmy, ze
zbidér domkniety o srednicy 1 mieszczacy sie w J mozna tak przesunac, aby pozostal w kuli J

i mial jednoczesnie punkt wspélny p z jej brzegiem (sfera). Oczywiscie zbidr ten majac Srednicg

1 miesci sie¢ w kuli B o $rodku p i promieniu 1. W konsekwencji J n B jest uniwersalna pokrywa
(rys. 19). Podzielimy te pokrywe na czeéci o $rednicach mniejszych od 1. Najpierw odcinamy
Rys. 19 pewna czes¢ wokd! punktu p. Mozemy tu uzyé hiperplaszczyzny prostopadlej do odcinka




laczacego p ze srodkiem s kuli J. Latwo sprawdzié, Ze jeZeli hiperplaszczyzna bedzie
przechodzi¢ w odleglosci |/ ri—e*/4 od 5, gdzie 0 < £ < 1, to odcigta czes¢ bedzie miala
$rednice e. Co zostalo, dzielimy n—1 wzajemnie prostopadlymi hiperplaszczyznami
zawierajacymi odcinek 5p (rys. 19). Okazuje si¢, ze kazda z otrzymanych 2"~' czesci ma
$rednice nie wigksza niz (a przy n = 3 rowna)

n+]/ = "2-:] &
T A 1 M-
n+1

Tak wiec dokonali$my podzialu uniwersalnej pokrywy J n B na 2"~'+ 1 czesci o $rednicach
mniejszych od 1. Czyli k(n) < 2"-'+1. W szczegblnosci k(4) < 9.

dy = 1.

.e‘ Oczywiscie pierwsza ze znalezionych przed chwila czgéci moze mie¢ dowolnie mala dodatnia
.‘ $rednicg. Nie da si¢ jednak tej czgsci usungé kosztem pozostalych (dlaczego?). Moina tez tak
dobrac &, aby maksymalna ze $rednic byla mozliwie najmniejsza. W tym celu wystarczy
Rys. 21 rozwiaza¢ rownanie de = &, gdyz ze wzrostem & maleje d;. Kazda z 2"~ '+ 1 czgéci ma wtedy
$rednice

4n*+y8nt+1—1
4n* +4n !

Widzimy, ze kazdy zbiér czterowymiarowy o s$rednicy 1 da sig¢ podzieli¢ na 9 czesci o $rednicach
nie wigkszych niz J/ 63+ /129/80 ~ 0,964. Moze ktoé z Czytelnikow zdota zmniejszyé liczbe
lub srednice tych czgéci?

Rozbicie na czgéci o $rednicach co najwyzej

W trakcie badania przypuszczenia Borsuka matematycy postawili szereg nowych problemow.
Oto jeden z nich. Niech 0 < 1 < 1. Poda¢ najmniejszg liczbe czgéci o $rednicach co najwyzej 4,
na ktéra da si¢ podzielié kazdy zbiér A = E" o érednicy 1. Odpowiedz jest znana tylko dla
niektorych 4. Nie wiadomo np! jaka jest najmniejsza liczba czeéci o $rednicach co najwyzej 1/3,
na ktorg da si¢ rozbi¢ kazdy zbiér A < E? o $rednicy 1. Omdwimy tu jedynie przypadek 4 = 1/2
zbadany przez Lenza [9) dla n = 2 i oszacowany przez Borsuka [2] dla n = 3.

Rys, 22

Jedenastokat foremny o’érednicy 1 nie da sig‘

rozbié oa 6 caecl o drednicach co Kazdy zbiér o érednicy 1 lezacy na plaszczyZnie mozna rozbié na 7 czeéci o $rednicach co

AApaAe) 17 najwyzej 1/2. Wynika to z pokazanego na rys. 21 rozbicia pokrywy w ksztalcie szesciokata
foremnego o odleglosci przeciwleglych bokéw réwnej 1. Moze Czytelnik sprobuje wykazag, ze
liczby 7 czesci nie da sig juz zmniejszyé. OdpowiedZ na marginesie.

Irena Sladek wykazala w swej pracy
magisterskiej obronionej w czerwcu 1981, 2e
kaidy zbiér A — E? o érednicy < 1 daje sie Dla n = 3 najmniejsza liczba czgéci o $rednicach co najwyzej 1/2 nie jest znana. Wiemy
rozbié na 36 zbiordow o srednicy < 1/2,
(Red.).

jedynie, ze kazdy zbiér o érednicy 1 da si¢ podzielié¢ na 48 czeéci o érednicach )/34/12 < 1/2.
Pomyst polega na rozbiciu uniwersalnej pokrywy w formie szescianu o krawedzi 1 na 48
prostopadiosciandw (rys. 22). Wydaje sie, Ze to oszacowanie da si¢ jeszcze ulepszyé.
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