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Skrot regulaminu

Kazdy moze nadsyla¢ rozwigzania zadan z numeru n w terminie do korica miesigca n+ 2. Szkic
rozwigzan zamieszczamy w nr n+4. Mozna nadsyla¢ rozwigzania trzech, dwoch lub jednego
zadania (kazde na oddzielnej kartce,) mozna to robié co miesiac lub z dowolnymi przerwami.
Oceniamy zadania w skali od 0 do 1 z dokladnoscia do 0,1. Ocen¢ mnozymy p}zez

suma ocen za rozwigzania danego zadania

"liczba 0s6b ktore nadestaly cho¢ jedno rozwigzanie z numoru

i tyle punktéw otrzymuje nadsylajacy. Po zgromadzeniu 44 punktéw (w dowolnym czksie) zostaje
on czlonkiem Klubu, a nadwyzka punktow jest zaliczana go ponownego udziatu, Trzykrotne
czlonkostwo — to tytul Weterana.

Lige organizuje Wydzial Matematyki, Informatyki i Mechaniki Uniwersytetu Warszawskiego,
oraz nasza Redakcja.

Szczegblowy regulamin zostal wydrukowany w nr 9/1981.

Zadania nr 28, 29, 30

Termin nadsylania rozwigzan: 30.XI1.1982

28. Dla dowolnej liczby naturalnej x > 1 oznaczmy przez f(x) sume jej czynnikéw pierwszych
liczonych z krotnodciami, powigkszona o jedynke:

=[] S =143 ap,

Wybierajac dowolnie x, okreslamy ciag iteracji wzorem rekurencyjnym x,,1 = f(x,). Jakie
liczby moga wystapi¢ w ciagu {x,} nieskoficzenie wiele razy?

29. Przedstawi¢ kwadrat w postaci sumy skonczonej liczby trojkatow ostrokatnych
o rozlacznych wnetrzach. Rozwigzanie bedzie uwazane za tym lepsze, im mniejsza bedzie liczba
trojkatow.

30. Czy dla kazdej liczby naturalnej n istnieja dwie funkcje wypukle okreslone na zbiorze
wszystkich liczb rzeczywistych R, ktoérych wykresy maja dokladnie n punktow wspolnych? Czy
stnieja dwie funkcje wypukle okreslone na R, nie identyczne w zadnym przedziale, ktorych
wykresy majg nieskoficzenie wiele punktoéw wspo6lnych?

Redaguje dr Marcin E. KUCZMA  2adanie 30 przystat nasz Czytelnik pan Andrzej Zielinski z Warszawy.

Rozwigzania zadan z numeru 4/1982

-

Y= X3 Iy = -
22, Ciag {2"} rozbijamy na bloki zlozone z liczb jedno-, dwu-, trzycyfrowych Z3 = x—2
itd.: B, = {2,4,8}, B, = {16, 32, 64}, B; = {128, 256, 512}, ... . W kaidym Fn-2 = Xg-1 oraz 73 = x3~2
bloku By, (m > 1) poczatkowa liczba — i tylko ona — zaczyna sie od jedynki. Fu—t = 14+x, s =Xy

Zatem gdy 2" € By, czyli gdy 10m-1 < 2" = 10™, to j(n) = m—1 = [n log 2],

skad lim j (n)/n = log 2.

23. Z zalozenia zadania latwo wynika, Ze przekatne pieciokata sa rownolegle do
t_.)r.lpowiednich bokéw. Niech M bedzie punktem przeciecia przekatnych AC
I BE. Czworokat CDEM jest rownoleglobokiem; tréjkaty ECD CEM sa

Zava = Xn

otrzymujemy Sy = 2xp = 100, [y > [lx0raz Xzy = Xxy = 100,
Hz' > l_[x,, whrew maksymalnosci nx;). Latwo sprawdzi¢, e 100 nie jest
suma kolejnych liczb naturalnych o poczatkowym skladniku réwnym 2 lub 3,

przystajgce, a trojkat ABM jest do nich podobny. Oznaczmy skale
podobienstwa przez s : 5 = AM/CM = BM/|EM. Pole trojkata ABM réwna
sig 52, Pole § pi¢ciokgta ABCDE réwna sig sumie pol trojkatow ECD,
CEM, ABC, ABE minus pole ABM : S = 4—352 Z réwnodsci

AM  AC
AC  AM

ole AABM AM+CM 1
= PoeL - =s’(1+—)=s3+:;
5

L=
pole 4 ABC AM

obliczamy 5 = (J'5—1)/2. Tak wi¢c pole § jest wyznaczone jednoznacznie
irownasic § = 4—s52 = (5+)/5)/2.

Pigciokgt ABCDE nie musi byé¢ foremny: kaidy pigciokat otrzymany
z for przez przeksztalcenie afini (nie pdl) spetnia
warunek zadania.

24. Niech 100 = Ex,, x; €N, x| < x3 < ... < xpn, bedzie szukanym
rozkladem. Zauwaimy najpierw, ze x;, = 2 lub x; = 3 (gdyby bylo x; = | lub
x; = 4, to preyimujge — odpowiednio w pierwszym oraz drugim przypadku —

17

Zatem w przedziale {x,, x,> istnicje liczba naturalna nie bedaca wyrazem ciagu
{1, .oy Xp ). Liczba taka jest tylko jedna: zak!adajac, ze jest ich wiecej i
oznaczajgc najmniejszg i najwickszq z nich przez a i b widzimy, ze a—1 = x,,
b+ 1 = x; (dla pewnych j, k); zastepujac teraz x;, xg przez x| = a, X, = b

zwieckszamy wartosé iloczynu IT x; nie zmieniajac sumy Ex,. Tak wige
skladniki szukanego rozkladu tworzy cigg postaci

{2, ...,p=1, p+i, gl lub {3,...,p—Lp+tl ...}
Suma wyrazow takiego ciagu rdwna sig odpowiednio

1 lub s="'_“";'i—p—3.

_ qlg+l)
S= —— P
a poniewaz 2 < p = g, dostajemy oszacowanie g1—g—2 < 2§ < qi+q-—2.
Ale 285 = 200; stgd ¢ = 14, tak, 22 g(g+1)/2 = 1051 § = 104~p

lub § = 102—p (odpowiednio). Druga moiliwoé¢ odrzucamy, bo p > 2.

Ostatecznie wiec x; = 2, p = 4 i rozwigzaniem zadania jest rozklad

100 = 243 +5+6+7+8+9+10+11+12+13+14; [Lx, = 21794572800,



