Parabola, gwiazdki i bilard

"z Lw artykule na stronach 6 i 7 autor ,,nie zacheca” do rachunkowego wykazania, ze wszystkie
F G g okregi opisane na trojkatach utworzonych przez trzy styczne do paraboli przechodzg przez
. Jej ognisko. A oto te rachunki.
keot; domary -[é/ys domesticy, .
Wszystkie parabole sa podobne, a nasze zadanie nalezy do geometrii podobienstw. Mozemy
wigc rozpatrzy¢ pewna szczegblng parabole, np. 2y = x?, ktérej ogniskiem jest punkt P = (0, 1)
(rys. 1 artykulu ,,Eatwe zadanie o paraboli’’). Styczne w punktach o rzednych a, b, ¢ maja
2

wspolczynniki kierunkowe roéwne wartosciom pochodnej funkeji y = xT‘ czylia, b, c.

. - B a* 2 c?
Rownaniami tych stycznych sa zatem odpowiednio y = ax— -2 y = bx— EX y=cx— E%

Punkty przecigcia A, B, C tych stycznych wyznaczamy z latwego ukiadu réwnan i wychodzi
at+b ab b+c be at+c ac
A= s—|y B= ’—),C=( "_")'
2 2 2 2 2 2
Szukamy okre¢gu przechodzacego przez te punkty; poszukajmy jego réwnania:

(x=p)+(y—g)* = r2
Podstawiamy za x, y kolejno wspoirzedne punktéow 4, B, C:

' (a:b);—(a+b)p+pz+ «p —abq+q*-r* =0
( b:.c )z —(b+p+p*+ ab:i —beg+gi—r* =0
(a:c )3 —(a+c)p+p*+ o —acqg+q*—r* = 0.
Odejmujemy np. drugie i trzecie rownanie od pierwszego
—(a+b)':(b+c)3 —(a—c)p+ zfi;b‘cz —(ab—bec)qg =0
@GS -opt LT (@b-acrg =0,

skad po zrozumialych rachunkach obliczamy w koricu p i g, a z ktoregokolwiek z poprzednich
trzech rownan bez trudu wyznaczamy r. W wyniku tych obliczen okazuje sig¢, ze rownaniem
poszukiwanego okrggu jest
a+b+c—abc \? ( ab+be+ac+1
x—————— | +|(y————
4 4
+a*ct+a*b*cr+1).

+ - i
) = F(a'+.b*+c’+a=1t»2+£)3|:'=+

Jak wykazaé, ze kazdy z tych okregéw przechodzi przez ognisko P = (0, 1) naszej paraboli?
A oto zadanie, ktorego nie umiemy rozwigzaé: dla pewnej krzywej C (gladkiej, ograniczajacej

ﬂ obszar wypukly) wszystkie okregi opisane na trojkatach utworzonych przez trzy styczne do niej
Roxwigadnfe xadenin M 303 przechodzg przez pewien wspolny punkt. Czy krzywa C jest parabola?
Zaznaczajge punkty ag, ag, ..., 0, D6 O8]

lictbowe] modemy zinsexfPesowas S jaka s - Rachunki nie byly bardzo uciagzliwe, choé¢ trudno by bylo przekonaé kogokolwiek, ze to
Ewndeatow diugoict odeinkdw prasdsmwiomyeh o7y dowod rozwazanego twierdzenia o paraboli. Wiecej nadziei mozna by wiaza¢ z szybkimi

S obliczeniami za pomoca liczb zespolonych; przepisujemy je ze zbioru zadan z American

‘,i____ S e Mathematical Monthly (wyd. New York 1957, przeklad rosyjski Moskwa 1977; zad. 85).

l [ | [ Pominiemy kilka tatwych do sprawdzenia szczegolow.

G G, 0; O;  Gg0y Gy G20 Pierwszy z nich to zespolone przedstawienie paraboli. Jezeli liczba zespolona ¢ ,,biega” po
i it iy A1 okregu [¢| = 1, to punkt z = 1/(1 —1)* opisuje parabole o ognisku z = 0. Przedstawienie
10 jeden 3 odcinkdw mus! zawlerné preeduial parametryczne stycznej do niej z; = z(t,) to
@iy, 01, 1) Wynika stad latwo, ie
omaczajae d; = ag—a;.; mamy L= l;(l“'l)(l_f)

$ > Wi} 4 . F2UF AU B i dwie styczne, przechodzgce przez punkty z; = z(1,) i z; = z(t,) przecinajq si¢ w z;, =

B 7

= 1/(1=#,)(1—1;). Jesli uswiadomimy sobie, ze z = #- const jest przedstawieniem parametrycznym
Rbwnoczsinie dla sporadkowanik

okregu, to natychmiast napiszemy przedstawienie parametryczne okregu przechodzgcego przez

(@G s -+~ 0F) = .
(30, @20 voey By Bie 1, Blae3yeiesls) Zizy Z23 1 Im
din n = 2k 1=t
(0. By ove sy s Gy Og—3, .0 sy) Z= »
i dnn = 241 (U—1)(1—12)(1—13)
mamy § = 207 + 2+ ... 4+ 2342,y .. a ten okrag przechodzi (podstawié r = 1) przez ognisko z = 0, koniec rachunkow. Mozemy,

+ 2y _ y iy, czyli poszukiwane minimam,

kontynuujgc je, otrzymaé np. Wnioski 1 i 2 z artykutu ,,Eatwe zadanie o paraboli”.

iq



K 3. Zamiefimy na rysunkach w naszym wyjéciowym zadaniu parabolg na inng stozkowa — okrag.
To znaczy: poprowadZmy trzy proste styczne do okregu (innymi stowy: opiszmy tréjkat na
okregu). Przez punkty przecigcia tych prostych przeprowadZmy nowy okrag (tzn. opiszmy okrag
na trojkacie opisanym na wyjiciowym okregu, rys. 1). Oto kilka zadan, jakie podpowiada taka
konfiguracja:
1° Dany jest okrag k. Jakie cickawe wlasnosci ma zbior okregéw opisanych na tréjkatach
opisanych na k?
2° Dane sa dwa okregi k i K. Kiedy znajdzie si¢ tréjkat wpisany w K, a opisany na k?

Rys. 1 Jezeli K i r oznaczaja odpowiednio promienie kola opisanego na trojkacie T i wpisanego wen,
to — jak wiadomo — odlegloé¢ ich §rodkow jest rowna d = J RZ—2Rr; stad mozna wyprowadzi¢
kompletng odpowiedZ na pytanie 2°. Mozemy tez poda¢ inny, ,,dynamiczny” dostateczny
i konieczny warunek. Z dowolnego punktu 4 € K poprowadzZmy styczna do k, przez punkt
przeciecia tej stycznej z K nastepna styczna do k i jeszcze jedna (rys. 2). Jezeli trzecia styczna
trafi z powrotem na A, to dobrze, trojkat znaleziony. A jeéli nie? Wzig¢ inny punkt i probowaé?
Na pewno tez nic nie wyjdzie:

Kazdy punkt okregu K opisanego na tréjkacie T jest wierzcholkiem pewnego trijkqta wpisanego w K,
a opisanego na okregu k wpisanym w T mozna to wykaza¢ samodzielnie lub zajrze¢ do

ksigzeczki Tadeusza Iwarca ,,Geometria okregow i sfer” (Biblioteczka Delty, M3, WSiP, 1980 r.,
zad. 32 na str. 37).

4. Co bedzie, gdy opisana wilaénie procedura nie da trojkata; trzecia styczna nie trafi z powrotem
Rys. 2 g’ w punkt wyjsciowy? Moze wyj$¢ czworokat i oto rysunek 3 sugeruje nastgpne zagadnienia
3° Kiedy na czworokacie mozna opisa¢ i wpisa¢ okrag?
4° Czy przy innym punkcie wyjéciowym réwniez dostaniemy czworokat (rys. 4)?

Rys. 3 Rys. 4

A gdy przez kolejne prowadzenie stycznych nie powstanie czworokat? Spojrzmy na rysunek 5.

Sa na nim dwa okregi nie polozone w zaden specjalnie szczegblny sposob. Z punktu 4
zewnetrznego okregu prowadzimy styczng do wewnetrznego, z punktu B przecigcia tej stycznej

z okregiem zewnetrznym nastepna styczng itd. Powstaje estetyczna, cho¢ nieréwnoramienna
gwiazda ABCDEFGHIJKLMN. Jak przewidzie¢, znajac tylko wzajemne polozenie okregow,

jaka gwiazdke otrzymamy? Gdy okregi sa wspolirodkowe, odpowiedZ jest prosta: gwiazda bedzie
n-ramienna, jezeli stosunek promieni wynosi

r nm X X
T = cos —, gdzie m, n — catkowite
n

i ulamek m/n nieskracalny.

A gdzie zapowiedziany w tytule bilard? Nasze gwiazdki (takie jak na rys. 5) wygladaja jak tory
kul odbijajacych sie od brzegow kolistego bilardu, ale oczywiscie takimi torami nie sa —

z wyjatkiem przypadku, gdy okregi sa wspolérodkowe. Bilard kolisty widzimy na rys. 6.
Zaznaczone kolorem punkty 1, ..., 9 tworza trajektori¢ okresowa dla obrotu (dkregu) okreslonego

8
wzorem o — -+ Y «. Nie jest ona przyciagajaca.

Na tym samym rysunku widzimy, Ze przy rysowaniu gwiazdek maly blad na poczatku kumuluje
sig szybko (por. uwage w pierwszej czesci artykuhu Pawla Géry). Ciekawe wiasnoéci innych
bilardéw, np. eliptycznego, mozna znalezé w ,,Kalejdoskopie matematycznym’ Hugona
Steinhausa.
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