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Usytuowanie punktow libracji Ly, ..., Ly
w ukladzie dwioch mas Mim obngajq,cych
si¢ po kole, Poczatek ukladu wspétrzgdnych

jest w drodku muy

O punktach libracji i podkowiastych orbitach

Dr Tomasz KWAST

Jednym z najwigkszych dzialow mechaniki nieba, nauki zajmujacej si¢ ruchami
cial niebieskich, jest tzw. problem trzech cial. Zainteresowanie nim bylo chyba
logicznym nastepstwem uprzedniego rozwigzania zagadnienia dwoch cial.
Mianowicie, skoro Kepler w 1619 r. sformutowal ostatnie ze swoich praw ruchu
planet, a Newton w 1687 znalazl dla nich uzasadnienie w postaci prawa grawitacji,
to naturalna rzecza bylo zajac si¢ z kolei zagadnieniem trzech cial. Brzmi to dos¢
banalnie, jednak, jak pokazano po7Zniej, w ogolnej postaci zagadnienie to jest
nierozwigzalne, tzn. nie mozna poda¢ w analitycznej postaci rozwigzan rownan
ruchu trzech cial dzialajacych kazde na kazde silami grawitacji. Mozna bylo
jedynie pokusi¢ si¢ o poszukiwanie rozwigzan w jakichs$ szczegdlnych przypadkach.
Pierwsze takie rozwigzania szczegolne tego problemu znalazt Lagrange w 1772 r.
Pokazal on, ze mozliwy jest taki ruch trzech cial, gdy albo leza one stale na linii
prostej, albo gdy lezag w wierzchotkach trojkata rownobocznego. Z uptywem

czasu konfiguracja tych trzech mas obraca si¢ zmieniajac jedynie rozmiary, a nie
zmieniajgc proporcji, z czego wynika, ze orbity wszystkich trzech cial s3 krzywymi
(stozkowymi) podobnymi, leza we wspolnej plaszczyznie i maja wspolne ognisko
w $rodku masy.

Jak widzimy, nazwa ,,rozwiazanie szczegolne” jest tu jak najbardziej trafna

i w potocznym jej znaczeniu. Konfiguracje takie s jedynie ciekawostka
matematyczna, zas ich realizacja w przyrodzie praktycznie niemozliwa. Za to
ogromne zastosowanie ma pewien szczegélny przypadek zagadnienia trzech ciat,
znany w literaturze jako tzw. problem ograniczony. To z kolei brzmi o tyle
nieprzyjemnie, Ze sugeruje znowu jakas abstrakcyjnos¢ zagadnienia. Tak zle jednak
nie jest i problem ten przy calym swoim ,,ograniczeniu” jest dostatecznie
obszerny, ciekawy i zwigzany z przyroda, aby liczni autorzy poswigcali mu cale
monografie. Polega on na badaniu ruchu ciala o bardzo malej masie w polu
grawitacyjnym dwdch innych mas umownie ,,cigzkich”, przy czym z gory zaklada
sig, Zze te dwie masy obiegaja si¢ po orbicie kotowej. Trzecie cialo ma

z zaloZenia mas¢ tak mala, Ze nie wplywa na ruch dwoch cigzkich — nazywane
bywa w zwigzku z tym ,,znikomym”.

Rozwigzanie Lagrange’a nie zaklada zadnych warunkéw na masy trzech cial,
moze zatem dotyczy¢ rowniez problemu ograniczonego. Wynika z tego, Ze
w plaszczyZnie orbity mas cigzkich M i m istnieje pie¢ punktow L,, ..., Ls
(zwanych punktaml libracji lub punktami Lagrange’a), w ktérych dwa
przyspieszema grawitacyjne pochodzace od mas cigzkich i jedno odsrodkowe
znoszg si¢ (poczatek ukladu jest tu umieszczony w srodku masy, a calos¢ obraca
sig w kierunku zaznaczonym strzatka z predkoscig katowa w = I/G(M +m)/R3,
gdzie G jest stalg grawitacji, 2 R odlegloscia mas cigzkich). Trzy z nich lez3 na
prostej przechodzacej przez masy cigzkie i jest intuicyjnie dos¢ oczywiste, ze
w ogole muszg istnieé, aczkolwiek nie jest latwo podaé formuly okreslajace ich
dokladne polozenie. Mniej oczywiste jest, Ze zerowanie si¢ wypadkowego
przyspieszenia zachodzi tez w punktach L, i Lg, bedacych wierzcholkami trojkata
réwnobocznego rozpigtego na odcinku R. Za to bardzo fatwo mozna ten fakt
sprawdzi¢. Otoz przyspieszenie ze strony M wynosi
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a przyspieszenie odsrodkowe w odleglosci r od srodka masy ukiadu (czyli od
osi obrotu) jest

G
Goair = [w?rcosa, w?rsing] = ¥y [% (M —m), l/;— (M+m)].

Natychmiast widzimy, Zze suma tych trzech przyspieszen jest rowna zeru.
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Rozwigzanie zadania M 301

Oznaczmy przez Zy ramek, w ktérym krol
spedzil i-ta noc | przypusémy, e nie

powrdcil do swej sicdziby do 363 dnia.
Znajdzie si¢ wiedy zamek, w ktdérym krol
sp¢d'1il4 nicparzysie noce, & wWige ¢o najmniej
2 razy przybyl do niego tq samg drogg. Niech
wise Zy = Z3,iZy =Zy1 k<0

Latwo zauwazyé, ze wynika stad, iz Zyp_ 5 =
=Z31may .y o= Zgy3x. Ale Z; byl zamkiem
krolewskim i wobec tego krol odwiedzil swoj
zamek w dniu 2/— 2k wbrew zaloZeniu. Tak
wige krdl wréocil do swojej siedziby, mm mingl
rok.

Przykladowa orbita ciala znikomego w malym
otoczeniu trojkatnego punktu libracji Ls
_bgdgea rozwigzaniem zlinearyzowaneg

ukladu rownai ruchu,

Oczywiscie, niewielkie znaczenie przyrodnicze ma fakt, Ze jakis drobny obiekt
umieszczony w punkcie libracji bedzie tam przebywal dowolnie dlugo, gdyz jest

to sytuacja przyrodniczo nierealna. Praktyczne znaczenie moze mie¢ znajomo$é
ruchu drobnych cial w poblizu punktéw libracji, a w tym celu trzeba, niestety,

po prostu efektywnie rozwigzywac réwnania ruchu. Ma si¢ rozumieé, nie bedziemy
tu.tego robié, warto moze tylko zdac sobie sprawe, Ze na oko nie s3 one strasznie
skomplikowane. W ukladzie wspéirzednych jak na rysunku, a wigc wirujacym ze
stalag predkoscia katowa w, majg one postac
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gdzie x, = — R jest wspotrzedna masy M, x, =

m
M+m M+m
wspolrzedna masy m, a r, 1 r, oznaczaja odleglosci ciala znikomego odpowiednio
od M i m. PomingliSmy tu jako nieinteresujace réwnanie w trzeciej wspolrzednej
prostopadlej do plaszczyzny orbity mas M i m.

Rozwigzywac te réwnania mozna na dwa sposoby albo stosujgc dodatkowe
upraszczajqce zalozenia probowaé rozwiazywac je analltyczme albo w postaci
Scistej rozw;azywac Je numerycznie. Pierwsze podejscie daje si¢ zastosowac, gdy
prawe strony rownan zlinearyzuje sig, tzn. rozlozy w szereg potegowy w pobl::&u
punktow libracji i zachowa tylko wyrazy z pierwszymi potegami x i y. Taki uktad
réwnan rézniczkowych liniowych jest rozwigzalny do konca. Wnioski w skrécie
s3 nastgpujace.

Bez wzgledu na stosunek mas M i m ruch w bliskim otoczeniu punktow
liniowych L,, L, i L jest zlozeniem okresowego i systematycznego. Skladnik
okresowy reprezentuje sobg ruch po elipsie, a systematyczny dowodzi, Ze
rozmiary elipsy nieustannie rosna. W wyniku tego cialo znikome puszczone
_W_]aklk()lWlEk sposob w ruch przy punkcie liniowym L, L, czy L, wczesniej
czy pozniej oddali si¢ od niego dowolnie daleko.

Inaczej ma si¢ rzecz z punktami tréjkatnymi Ly i Ls. Tu na ogét ruch ciata
znikomego jest podobny jak przy punktach liniowych, ale jezeli m/(M +m) <0,0385,
to ruch jest zlozeniem dwéch ruchéw okresowych z réznymi czgstosciami,

ale tez po elipsach i nie ma sktadnika systematycznego. Oznacza to, Ze cialo
znikome puszczone przy L, czy Ls w odpowiedni sposob, moze wokot danego
punktu libracji wykonywaé drgania dowolnie dlugo, jakby przyczepione na
sprezynie do punktu, w ktérym nic nie ma! Inaczej méwiac punkty tréjkatne sa

w liniowym przyblizeniu stabilne, o ile kontrast mas cigzkich jest dostatecznie
duzy.

Nie zapominajmy wlasnie o zastrzezeniu, 2e ,,w liniowym przyblizeniu™.
Twierdzenie o absolutnej stabilnosci punktow trojkatnych byloby zbyt pochopne,
-gdyz dalsze wyrazy szeregdw, na jakie rozwija si¢ prawe strony rownan ruchu,
maj3 prawo stabilnosé popsu¢. Za to na pewno niestabilne sa punkty liniowe,
skoro sa niestabilne juz w przybliZeniu liniowym. Subtelniejsze badania tych
zagadnien mozliwe sa wiasciwie juz tylko poprzez numeryczne rozwigzywanie
scistych réwnan ruchu, na co mozna sobie obecnie pozwoli¢ dzigki maszynom
cyfrowym. Okazuje sig, Zze przy spetnieniu okreslonych warunkéw poczatkowych
ciato znikome moze poruszaé si¢ po najrozmaitszych, nieraz mocno osobliwych
orbitach okresowych, a w szczegdlnosci po orbitach otaczajacych jeden lub
nawet oba punkty tro_lkatnc‘ Dopuszczalne sg zatem orbity o ksztalcie

podkowy — rzecz jasna — wzglgdem wirujacego ukiadu wspotrzednych.

Wszystkie te rozwazania bylyby jedynie ciekawymi ¢wiczeniami umystowymi,
gdyby nie ich pigkne zastosowanie w przyrodzie. Okazuje si¢ bowiem, Ze
Wszechéwiat zrealizowal punkty libracji oraz stabilne ruchy wokot nich,
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Przyklady pkresowych orbit ciala znikomego
obejmujgcych jeden lub oba trojkatne punkty
libracji. Pierwszy z tych rysunkéw, gdzie M
oznaczaloby Slofce, a m — Jowisza, moina
uwazac za ilustracje rzeczywistego ruchu
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Dwa przyklady mozliwych orbit okresowych
ciala znikomego w ukladzie cigzkich mas M
i m bedgce rozwigzaniami scislych rownan
ruchu.

Rozwazmy mianowicie uktad dwéch mas: Storice (M = 1,989 - 10%° kg)

i najwigksza planet¢ Ukladu Stonecznego, Jowisza (m = 1,899 - 10?7 kg).

Orbita Jowisza jest w dobrym przyblizeniu kotowa (jej mimosréd e = 0,0478),
zatem uklad tych dwéch mas spelnia zalozenia ograniczonego problemu trzech
cial, w dodatku ze stabilnymi orbitami przy punktach trojkatnych. Tym trzecim
cialem moze by¢ dowolna planetoida lub inny okruch materii, byle tylko dat sie
zaobserwowac z Ziemi. Ot6z w 1906 r. Max Wolf, astronom obserwatorium w
Heidelbergu, odkry! w poblizu punktu Ls ukiadu Stonce-Jowisz planetoide,
ktérg nazwano Achillesem (numer katalogowy 588).

Z biegiem czasu okazalo sig, Ze planetoida ta przebywa stale w poblizu
punktu L, a ponadto odkryto szereg nowych cial zaréwno tu, jak i przy L,.
Wszystkie nazwano imionami bohateréw wojny trojanskiej. Nie zostal
zrealizowany pierwotny pomysl nazywania jednej grupy imionami

Trojan, a drugiej imionami Grekow. Wprawdzie przy L, (za Jowiszem)
mamy wigkszo$¢ Trojan, a przy Ls (przed Jowiszem) wigkszos¢ Grekow,
ale brak konsekwencji w nadawaniu nazw doprowadzit do pomieszania obu
walczgcych stron. I tak przy L, sa m.in. Patroklos (617), Anchizes (1173),
Troilos (1208), Eneasz (1172), Priam (884), zas przy Ls oprocz Achillesa sa
Diomedes (1437), Hektor (624), Menelaos (1647), Odyseusz (1143), Antilochos
(1538), Nestor (659), Agamemnon (911), Ajaks (1404) i inni. Wszystkie te
planetoidy najczgsciej nazywane sg trojaniskimi.

Drugi przyklad realizacji punktéw libracji znamy dopiero od bardzo niedawna.
Mianowicie wszystko wskazuje na to, ze niektore z malych satelitow Saturna
odkrytych przez sondy Voyager, przebywaja w poblizu tréjkatnych punktow
libracji ukladu skladajgcego si¢ z Saturna oraz innego, wigkszego jego satelity.

I tak przy obu trojkatnych punktach zwigzanych z Tethys (satelita nr 3) znaleziono
co najmniej po jednym satelicie, ktérych prowizoryczne nazwy sa 1980513

i 1980S25. Na razie tylko jednego ,,trojanczyka’, 198086, znaleziono w punkcie
tréjkatnym zwigzanym z Dione (satelita nr 4), ale opracowywanie obserwacji
wykonanych przez Voyagery jeszcze trwa i lista znanych w ogodle satelitow Saturna
moze by¢ uzupetniona.

Nie znamy obecnie zadnego konkretnego obiektu, ktéry przewedrowalby z L,

do Ls lub odwrotnie, aczkolwiek ruch taki, jak powiedzielismy, jest mozliwy.

Nie wiemy w ogole, jak konkretnie doszto do schwytania kilkudziesigciu cial przez
punkty L, i Ls, tak jak caly problem powstania Uktadu Stonecznego jest daleki
od rozwiazania. Wiadomo, ze drobne cialo przylatujac z nieskonczonosci moze

w poblizu punktu libracji zwolnié lub nawet wielokrotnie go okrazy¢, a

nastepnie odlecie¢ znowu do nieskoriczonosci. Schwytanie moze nastapi¢ dopiero
w wyniku dziatania innych mas (np. innych planet w przypadku planetoid
trojanskich lub innych satelitow Saturna, jak w drugim przykladzie), ale moga
one rowniez spowodowaé wytracenie ciala znikomego z okresowej orbity.
Przedstawiony tu model nie jest w stanie opisaé¢ tych wszystkich zlozonych zjawisk,
ale nie wymagajmy od niego zbyt wiele — on i tak doskonale tlumaczy
podstawowe fakty obserwacyjne.
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