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Usytuowanie punktów libracji LI. .... L,
w ukladzie dwóch masM im obiegajacych
.i~po kole. Poczatek ukladu wspólrzednych
jest w bodl5u m~y.

o punktach libracjiipodkowiastych orbitach

Dr Tomasz KW AST

Jednym z najwiekszych dzialów mechaniki nieba, nauki zajmujacej sie ruchami
cial niebieskich, jest tzw. problem trzech cial. Zainteresowanie nim bylo chyba
logicznym nastepstwem uprzedniego r'ozwiazania zagadnienia dwóch cial.
Mianowicie, skoro Kepler w1619 r. sformulowal ostatnie ze swoich praw ruchu
planet, a Newton w1687 znalazl dla nich uzasadnienie w postaci prawa grawitacji,
to naturalna rzecza byfo zajac sie z kolei zagadnieniem trzech cial. Brzmi to dosc
banalnie, jednak, jak pokazano pózniej, w ogólnej postaci zagadnienie to jest
nierozwiazalne, tzn. nie mozna podac w analitycznej postaci rozwiazan rówlllin
ruchu trzech cial dzialajacych kazde na kazde silami grawitacji. Mozna bylo
jedynie pokusic sie o poszukiwanre rozwiazan w jakichs szczególnych przypadkach.
Pierwsze takie rozwiazania szczególne tego problemu znalazl Lagra,nge w1772 r.
Pokazal on, ze mozliwy jest taki ruch trzech cial, gdy albo leza one stale na linii
prostej, albo gdy leza w wierzcholkach trójkata równobocznego. Z uplywem
czasu konfiguracja tych trzech mas obraca sie zmieniajac jedynie rozmiary, a nie
zmieniajac proporcji, z czego wynika, ze orbity wszystkich trzech cial sa krzywymi
(stozkowymi) podobnymi, leza we wspólnej plaszczyznie i maja wspólne ognisko
w srodku masy.

Jak widzimy, nazwa "rozwiazanie szczególne" jest tu jak najbardziej trafna
i w potocznym jej znaczeniu. Konfiguracje takie sa jedynie ciekawostka
matematyczna, zas ich realizacja w przyrodzie praktycznie niemozliwa. Za to
ogromne zastosowanie ma pewien szczególny przypadek zagadnienia trzech cial;
znany w literaturze jako tzw. problem ograniczony. To z kolei brzmi o tyle
nieprzyjemnie, ze sugeruje znowu jakas abstrakcyjnosc zagadnienia. Tak zle jednak
nie jest i problem ten przy calym swoim "ograniczeniu" jest dostatecznie
obszerny, ciekawy i zwiazany z przyroda, aby liczni autorzy poswiecali mu cale
monografie. Polega on na badaniu ruchu ciala o bardzo malej masie w polu
grawitacyjnym dwóch innych mas umownie "ciezkich", przy czym z góry zaklada
sie, ze te dwie masy obiegaja sie po orbicie kolowej. Trzecie cialo ma
z zalozenia mase tak mala, ze nie wplywa na ruch dwóch ciezkich - nazywane
bywa w zwiazku z tym "znikomy~". '

Rozwiazanie Lagrange'a nie zaklada zadnych warunków na masy trzech cial,
moze zatem dotyczyc równiez problemu ograniczonego. Wynika z tego, ze
w plaszczyznie orbity mas ciezkichM i m istnieje piec punktówLI, ... , Ls
(zwanych punktami libracji lub punktami Lagrange'a), w których dwa
przyspieszenia grawitacyjne pochodzace od mas ciezkich i jedno odsrodkowe
znosza sie (poczatek ukladu jest tu umi,eszczony w srodku masy, a calosc obraca
sie w kierunku zaznaczónym strzalka z predkoscia katowaw = yG(M +m)fR3,
gdzie G jest stala grawitacji, aR odlegloscia mas ciezkich). Trzy z nich leza na
prostej przechodzacej przez masy ciezkie i jest intuicyjnie dosc oczywiste, ze -
w ogóle musza istniec, aczkolwiek nie jest latwo podac formuly okreslajace ich
dokladne polozenie. Mniej oczywiste jest, ze zerowanie sie wypadkowego
przyspieszenia zachodzi tez w punktachL4 i Ls, bedacych wierzcholkami trójkata
równobocznego rozpietego na odcinkuR. Za to bardzo latwo mozna ten fakt
sprawdzic. Otó.z przyspieszenie ze stronyM wynosi

[GM n GM. n] GM [l yila,l = -~cos3' -~SIn3 = ~ -2' -T-'
ze strony m ,

[Gm n Gm. n] Gm [I Yi]a2 = ji2cos3, -~SIn3 = ~ 2" --2- ,
a przyspieszenie odsrodkowe w odlegloscir od srodka masy ukladu (czyli od
osi obrotu) jest

. G [I yi ]aods, = [w2rcos a, w2rsIn a] = R2 2 (M - m), -2- (M +m) •

Natychmiast widzimy, ze suma tych trzech przyspieszen jest równa zeru.
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Oznaczmy przez Zl zamek, w którym król

spedzil i-ta noc i przypuscmy, ze nie

powrócil do swej siedziby do 363 dnia.
Znajdzie sie wtedy zamek, w którym król

spedzil 4 nieparzyste noce, a wiec co najmniej

2 razy przybyl do niego ta sama droga. Niech

wiec Zu = Z2, i Z2k-l = Z21-i (k < l).
Latwo zauwazyc. ze wynika stad, izZ2k_2 =
== Z2J_2, ...• Zo == Z2l_2ko Ale Zo byl zamkiem
królewskim i wobec tego król odwiedzil swój
zamek w dniu 2/- 2k wbrew zalozeniu. Tak

wiec król wrócil do swojej siedziby, nim minal
rok.

Przykladowa orbita ciala znikomego w malym
otoczeniu trójkatnego punktu libracjiLs

_bedaca rozwiazaniem zlinearyzowanego

ukladu c?wnan ruchu.

Oczywiscie, niewielkie znaczenie przyrodnicze ma fakt, ze jakis drobny obiekt
umieszczony w punkcie libracji bedzie tam przebywal dowolnie dlugo, gdyz jest
to sytuacja przyrodniczo nierealna. Praktyczne znaczenie moze miec znajomosc
ruchu drobnych cial w poblizu punktów libracji, a w tym celu trzeba, niestety,
po prostu efektywnie rozwiazywac równania ruchu. Ma sie rozumiec, nie bedziemy
tu.tego robic, warto moze tylkozdac sobie sprawe, ze na oko nie sa one strasznie
skomplikowane. W ukladzie wspólrzednych jak na rysunku, a wiec wirujacym ze
stala predkoscia katowaw, maja one postac

,. 2' 2 GM X-Xl G' X.-X2x- wy = w x- --~- m---, . d . d'

d . m R . 'l d I M M R
g ZJeXl = - M Jest wspo rze na masy ,X2 = M -+m +m
wspólrzedna masym, a r1 i r2 oznaczaja odleglosci ciala znikomego odpowiednio
od M j m.Pominelismy tu jako nieinteresujace równanie w trzeciej wspólrzednej
nrostopadlej do plaszczyzny orbity masM i m.

Rozwiazywac te równania mozna na dwa sposoby: albo stosujac dodatkowe
upraszczajace zalozenia próbowac rozwiazywac je analitycznie, albo w postaci
scislej rozwiazywac je numerycznie. Pierwsze podejscie daje sie zastosowac, gdy
prawe strony równan zlinearyzuje sie, tzn. rozlozy w szereg potegowy w poblizu
punktów libracji i zachowa tylko wyrazy z pierwszymi potegamiX i y. Taki uklad
równan rózniczkowych liniowych jest rozwiazalny do konca. Wnioski w skrócie
sa nastepujace.

Bez wzgledu na stosunek masM i m ruch w bliskim otoczeniu punktów
liniowych LI, L2 i L3 jest zlozeniem okresowego i systematycznego. Skladnik
okresowy reprezentuje soba ruch po elipsie, a systematyczny dowodzi, ze
rozmiary elipsy nieustannie rosna. W wyniku tego cialo znikome puszczone

,w jakikolwiek sposób w ruch przy punkcie liniowymLI' L2 czy L3 wczesniej
czy pózniej oddali sie od niego dowolnie daleko.

Inaczej ma sie rzecz z punktami trójkatnymiL4 i Ls. Tu na ogól ruch ciala
znikomego jest podobny jak przy punktach liniowych, ale jezelini/CM +m) <0,0385,
to ruch jest zlozeniem dwóch ruchów okresowych z róznymi czestosciami,
ale tez po elipsach i nie ma skladnika systematycznego. Oznacza to, ze cialo
znikome puszczone przyL4 czy Ls w odpowiedni sposób, -moze wokól danego
punktu libracji wykonywac drgania dowolnie dlugo, jakby przyczepione na:
sprezynie do punktu, w którym nic nie ma! Inaczej mówiac punkty trójkatne sa
w liniowym przyblizeniu stabilne, o ile kontrast mas c-iezkichjest dostatecznie
duzy.

Nie zapominajmy wlasnie o zastrzezeniu, ze "w liniowym przyblizeniu".
Twierdz~nie o absolutnej stabilnosci punktów trójkatnych byloby zbyt pochopne,

--gdyzdalsze wyrazy szeregów, na jakie rozwija sie prawe strony równan ruchu,
maja prawo stabilnosc popsuc. Za to na pewno niestabilne sa punkty liniowe,
skoro sa.niestabilne juz w przyblizeniu liniowym. Subtelniejsze badania tych
zagadnien mozliwe sa wlasciwie juz tylko poprzez numeryczne rozwiazywanie
scislych równan ruchu, na co mozna sobie obecnie pozwolic dzieki maszynom
cyfrowym. Okazuje sie, ze przy spelnieniu okreslonych warunków poczatkowych
cialo znikome moze poruszac sie po najro?maitszych, nieraz mocno osobliwych
orbitach okresowych, a w szczególnosci po orbitach otaczajacych jeden lub
nawet oba punkty trójkatne! Dopuszczalne sa zatem orbity o ksztalcie
podkowy - rzecz jasna·,- wzgledem wirujacego ukladu wspólr"zednych.

Wszystkie te rQzwazania bylyby jedynie ciekawymi cwiczeniami umyslowymi,
gdyby nie ich piekne zastosowanie w przyrodzie. Okazuje sie bowiem, ze
Wszechswiat zrealizowal punkty libracji oraz stabilne ruchy wokól nich.
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Dwa przyklady mozliwych orbit ókresowycll
ciala znikomego w ukladzie ciezkich mas M
i m bedace rozwiazaniami scislych równan'
ruchu.

Rozwazmy mianowicie uklad dwóch mas: Slonce(M = 1,989' 1030 kg)
i najwieksza planete Ukladu Slonecznego, Jowisza(m = 1,899· 1027 kg).
Orbita Jowisza jest w dobrym przyblizeniu kolowa (jej mimosróde = 0,0478),
zatem uklad tych dwóch mas spelnia zalozenia ograniczonego problemu trzech
cial, w dodatku ze stabilnymi orbitami przy punktach trójkatnych. Tym trzecim
cialem moze byc dowolna planetoida lub inny okruch materii, byle tylko dal sie
zaobserwowac z Ziemi.Otóz w 1906 r. Max Wolf, astronom obserwatorium w
Heidelbergu, odkryl w poblizu punktuLs ukladu Slonce-Jowisz planetoide,
która nazwano Achillesem (numer katalogowy 588).

PrzYKladypkresowych orbit ciala znikomego
obejmujacych jeden lub oba trójkatne punkty
libracji. Pierwszy z tych rysunków. gdzieM
oznaczaloby Slonce, am - Jowisza, mozna
uwazac za ilustracje rzeczywistego ruchu
znanych obecnie planetoid trojanskicH,

Z biegiem czasu okazalo sie, ze planetoida ta przebywa stale w poblizu
punktu Ls, a ponadto odkryto szereg nowych cial zarówno tu, jak i przyL4'
Wszystkie nazwano imionami bohaterów wojny trojanskiej. Nie zostal
zrealizowany pierwotny pomysl nazywania jednej grupy imionami
Trojan, a drugiej imionami Greków. Wprawdzie przyL4 (za Jowiszem)
mamy wiekszosc Trojan, a przyLs (przed Jowiszem) wiekszosc Greków,
ale brak konsekwencji w nadawaniu nazw doprowadzil do pomieszania obu
walczacych stron. I tak przyL4 sa m.in. Patroklos (617), Anchizes (1173),
Troilos (1208), Eneasz (1172), Priam (884), zas przyLs oprócz Achillesa sa
Diomedes (1437), Hektor (624), Menelaos (1647), Odyseusz (1143), Antilochos
(1538), Nestor (659), Agamemnon (911), Ajaks (1404) i inni. Wszystkie te

planetoidy najczesciej nazywane sa trojanskimi.

Drugi przyklad realizacji punktów libracji znamy dopiero od bardzo niedawna.
Mianowicie wszystko wskazuje na to, ze niektóre z malych satelitów Saturna
odkrytych przez sondy Voyager, przebywaja w poblizu trójkatnych punktów
libracji uk-ladu skladajacego sie z Saturna oraz innego, wiekszego jego satelity.
r tak przy obu trójkatnych punktach zwiazanych z Tethys (satelita nr 3) znalezi.ono
co najmniej po jednym satelicie, których prowizoryczne nazwy sa 1980S13
i 1980S25. Na razie tylko jednego "trojanczyka", 1980S6, znaleziono w punkcie
trójkatnym zwiazanym z Dione (satelita nr 4), ale opracowywanie obserwacji
wykonanych przez Voyagery jeszcze trwa i lista znanych w ogóle satelitów Saturna
moze byc uzupelniona.

Nie znamy obecnie zadnego konkretnego obiektu, który przewedrowalby zL4
do Ls lub odwrotnie, aczkolwiek ruch taki, jak powiedzielismy, jest mozliwy.
Nie wiemy w ogóle, jak konkretnie doszlo do schwytania kilkudziesieciu cial przez
punkty L4 i Ls, tak jak caly problem powstania Ukladu Slonecznego jest daleki
od rozwiazania. Wiadomo, ze drobn'e cialo przylatujac z nieskonczpnosci moze
w poblizu punktu libracji zwolnic lub nawet wielokrotnie go okrazyc, a
nastepnie odleciec znowu do nieskonczonosci. Schwytanie moze nastapic dopiero
w wyniku dzialania innych mas (np. innych planet w przypadku planetoid
trojanskich lub innych satelitów Saturna, jak w drugim przykladzie), ale moga
one równiez spowodowac wytracenie ciala znikomego z okresowej orbity.
Przedstawiony tu model nie jest w stanie opisac tych wszystkich zlozonych zjawisk,
ale nie wymagajmy od niego zbyt wiele - on i tak doskonale tlumaczy
podstawowe fakty obserwacyjne ..
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